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Pequeiios grandes cardinales

José Alfredo Amor

El objetivo general de este proyecto es dar una presentacion
estructural de los grandes de los cardinales prandes, Los
grandes cardinales estin definidos como cardinales transfinitos
con propiedades muy fuertes, conocidas como axiomas fuertes de
infinito, de modo tal que, si un cardinal las cumple, debe ser
muy grande, Los menores de estos, son log llamados cardinales
inaccesibles v un tipo especial de cardinal grande que parece
representativo por sus aplicaciones a la matemitica y por el orden
lineal de implicaciones que puede establecerse hasta é mismo, es
el de cardinal medible, por ello he dividido a los grandes cardinales
en dos grupos: el primero es el de los menos grandes o “pequerios
grandes cardinales” que incluye desde los débilmente inaccesibles
hasta los medibles, pasando por los inaccesibles, los de Mahlo, los
débilmente compactos y los de Ramsey; el segundo grupo seria
el de los “monstruosamente grandes” gue incluye a los compac-
tos, supercompactos, enormes, super enormes y extendibles; en este
grupo no puede establecerse un orden total.

Hay algunos tipos de cardinales que se han omitide, pero los
mencionados son los mAs representativos,

Los objetivos particulares de este proyecto son cuatro:

12 Presentacién estructural de los cardinales en orden limeal.

2 Mostrar la diversidad de Areas que motivan el estudio de
cardinales

3% Presentar el problema de la existencia de les mismos.

4° Presentar algunas repercusiones de su posible existencia, en
la prictica matemitica y en la teoria de conjuntos.

"En la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel (ZF} el axio-
ma de infinito garantiza ]a existencia del primer cardinal trans-
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finito conocide como @ © %} si no se postula tal axioma, no se
puede demostrar a partir de los deméis. Es notable, en el caso
de axiomas de infinito, que su verdad implica su independencia del
resto de los axiomas, pues si existe @, entonces existe el conjunto
de los conjuntos hereditariamente finitos Vo que es un modelo de
los otros axiomas y en el cual no hay conjuntos infinitos, lo que
prugba la independencia de dicho axinma.

En (ZF) se prueba la existencia de una serie infinita de car-
dinales translinitos: %o, %s, %o, « =+, %, %000 - - s Wi
pero la pregunta que surge es: ;qué tan lejos llegan los cardina-
les?, ghay cardinales muy grandes?, ;qué tan grandes?

Otra pregunia clésica es la siguiente: dado un conjunto de
cardinal k; ;cudl es el cardinal de su conjunto potencia, al que
denotamos 257 ;Es 2“=k* (el cardinal sucesor de k) o es
2* > k*? Esto es el problema generalizado del continuo. Este pro-
yecto pretende presentar una visibn general acerca de algunos
cardinales grandes de Jos cuales presentamos sélo los “pequefios”
o menos grandes; sus propiedades y repercusiones en la matemé-
tca y la imposibilidad de probar su existencia en la teorfa de
conjuntes con axioma de eleccién (ZF E).

Generalizando ciertas propiedades de w, pedemos definir los
llamados cardinales inaccesibles, Tales propiedades que generali-
£amos somn:

1. 8i )k < k entonces &* << k. . k. cardinales,

2. Para todo cenjunto S tal que |5| <k y todo x €8
| X!} <k se cumple |US| <k

3. Para todo conjunto A tal que A | <k, |p{A) | <k

Lo anterior significa que el cardinal k no es alcanzado por
medio de las operaciones usuales de conjuntos, como sucesor,
unién o potencia,

Sabemos perfectamente que para k = ® lo anterior se cumple;
pero, ;hay cardinales k > o que cumplan estas propiedades? Ta-
les cardinales {si existen) son los llamados cardinales inaccesibles
y son “grandes”, en el sentido de gue son, para los cardinales
transfinitos menores, lo que w. es para los cardinales finitos. Ade-
méis, si k es inacessible hay al menos k cardinales transfinitos
anteriores a k.

I. El primer objetive, es la presentacién de dichos cardinales,
seglin sus tamafios (como en el diagrama anexo), donde el orden
lineal estricto estd dado por la siguiente relacién de implicacién.
51 A ¥ B son tipos de cardinales grandes, el tpo A es mayor que
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el tipo B si y sblo & Yk(k de tipo A — k de tipo B) y no inver-
samente,

La prueba de que “no inversamente” se hace con tcoremas
de la siguiente forma:

“Si k es de tipo A, entonces hay k cardinales de tipo B, me-

nores que k"
entonces, tomando el minimo cardinal de tipo A, cualquiera de
tipo B menor que él (de los cuales hay k), serd uno de tipo B
que no es de tipo A.

Il. El segundo objetivo particular es hacer notar la -diversi-
dad de dreas matemdticas que motivan la concepeibn de los
Pequefios grandes cardinales v estos son:

1. Generalizaciones inmediatas de las propiedades elementa-
les de w, como se dijo antes, para motivar el concepto
de cardinal inaccesible, '

2. Combinatoria infinita para los cardinales de Mahlo, como
propiedades de conjuntos estacionarios una caracterizacién
de los débilmente compactos en términos de propiedades de
particiones que generalizan el Teorema de Ramsey, para
los cardinales de -

3. Teoria de Arholes: para otra caracterizacién muy usual
de los débilmente compactos, conocido como propiedad de
4rbol o propiedad arborescente: todo drbol de altura k
con todos sus niveles de cardinal menor que k, tiene una
rama de cardinal k.

4. Teoria de los modelos: Compacidad en lenguajes infini-
tarios para caracterizar a los débilmente compactos. Fxis-
tencia de inmersiones elementales del universo en modelos
internos para caracterizar a los cardinales medibles.

3. Teorfa de ultrafiltros y de medidas hivaluadas para otra
caractenizacion de los cardinales medibles,

II1. Fl tercer objetivo particular es acerca del problema de
la existencia y se muestra la imposibilidad de demostrar la exis-
tencia de grandes cardinales en la tenria (ZFE). Como —por
el diagrama anexo— todos ellos excepto quizd jos débilmente
inaccesibles, won inaccesibles, basta mostrar que en (ZFE) no se
puede probar la existencia de inaccesibles:

La situacién respecto a la existencia de tales cardinales inacce-
sibles es la siguiente: en la teoria (ZFE) no se puede probar
su existencia. Por otro lado, es relativamente tonsistente con
(ZFE)} que tales cardinales no existan. Ademds, ni siquiera se
puede probar (por mérodos formalizables en (ZFE) que la exis-
tencia de tales cardinales sea relativamente consistents en (ZFE).

[
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Diagrama de Pequefios Grandes Cardinales.

Ante esta situacidn jpor qué estudiamos estos {posibles) car-
dinales grandes y otros mds grandes? :

Ademis del interés tedrico propio, la respuesta esti en:

IV. El cuarto objetivo particular, consiste en presentar algu-
nas repercusiones que tene su peosible existencia en el sene de
la matemftica, ast como la luz que arroja sobre problemas abier-
tos tales como el de la hipbtesis generalizada del continue, otros
en teoria descriptiva de conjuntos {conjuntos de niimeros reales}
y en teoria de la medida, Uno de los resultados que se estudian
en esta parte @ el siguiente: si es posible que existan cardinales
inaccesibles, es posible que todo conjunto de reales sea Lebesgue-
medible (Axioma de Sclovay), y que se decida afirmativaments
la hipdtesis del continue para tode conjunte de reales.
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Otro resultado famoso, tipico ejemplo de la repercusion de la
existencia de cardinales grandes, se refiere a la hipétesis conocida
como axioma de constructibilidad que afirma que el universo cons-
tructible L. de Cédel es todo el universo, esto es: V = L. Pues
bien, el resultado mencionado, debido a Scott dice: 5i hay car-
dinales medibles, entonces V £ L, esto ¢s, que no todo conjunto
es constructible o definible, lo cual es la negacién del axioma de
constructibilidad,

Una justificacién para creer en la pesible existencia de car-
dinales grandes es la idea intuitiva de que la estructura acumu-
lativa de log conjuntos hereditariamente conjuntos {base intuitiva
de ZFE) no debs tener un fin concebible, y que los ordinales
pueden scr tan grandes como se quiera, siempre que las propie-
dades que los caracterizan sean consistentes con Z F E.



