Matemiticas y formalismo
Jean Cavaillés

Desde 1825, Gergonne distinguia entre matemética concreta y
teoria formal de operaciones acerca de objetos arbitrarios. Pero la
evolucién durante el siglo XIX tendfa a suprimir la primera en fa-
vor de la segunda. Intersecciones inesperadas y la aparicién de
nuevas vias mostraron, por las comparaciones que s¢ provocaron,
cudn multivoco era recurrir a la evidencia y, por otra parte, el pe-
ligro de trasponer, sin critica, métodos intuitivos, buenos para un
dominio especial (diferencia de tratamiento entre las sumas fini-
tas ¢ infinitas; cardcier no conmutativo de la multiplicacién para
ciertos nimeros complejos). De ahi la necesidad de unificar, gene-
ralizando y no asimilando; de precisar en lo sensible en lugar de
imaginar: sistematizacidn y simbolismo, los dos remedios habitua-
les para las matemdticas a partir del momento en que aparecen
dificulcades y por medio de las que se fundan las teorfas nuevas.
Recurrir a ello para el edificio entero, transformado en sistema de
simbolos no exa, por otra parte, nuevo: es ¢l viejo sucfio del pan-
logismo.

Implica, en efecto, integrar la Mgica al formalismo. La inte-
rrupcién de los encadenamientos simbélicos por razonamientos
clarcs harfa indtil vodo el esfuerzo previc: en una palabra, un salto
intuitivo del pensamiento y se reintroducen las vinculaciones sen-
sibles y las nociones de validez limitada. Si las matemdticas son,
como decian Frege y Dedekind, una parte de la légica, ésta no de-
be ser, a su vez, sino un juego mecinico de simbolos: proposicio-
nes y razonamienoos son llevados a materializaciones definidas de
manera precisa, Se propondrén, originalmente, ciertos signos, en
namero restringido y facilmente reconocibles: paréntesis, letras,
etc.; algunas reglas de empleo les dardn sentido: la reunidn de
ciertos signos en un orden conforme a dichas reglas constituird
una fSrmula. En fin, ciertas férmulas — o ciertos esquemas, es de-
cir, formula en que se dejan blancos que pucden ser llenados con
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categorias determinadas de signos — se proponen como vilidas
primitivamente: éstas serdn los axiomas. Las reglas permitirén su
combinacién o su transformacién para obtener nuevas férmulas
vélidas: por ejemplo, la regla de sustitucién que permite reempla-
zar en el axioma ciertos signos por otros; la regla de implicacién
gracias a la cual dadas dos férmulas, una de las que se propone co-
mo vilida. Si la owra, escrita tras la primera y tras el signo = (tra-
duccién de la antigua implicarién) constinuye una fSrmula vélida,
sc tiene el derecho a propener como vélida a la segunda. Reglas
de empleo de simbolos, axiomas y reglas de transformacién de
férmulas que no son, evidentemente, arbitrarias sinoc que se eli-
gen de manera que permitan traducir los razonamientos intuiti-
vos mas habimales: esto es 1a ldgica general. La constitucién de
una teorfa particular s manificsta por la introduccién de nuevos
simbolos que definen nuevos axiomas, complementados, a veces,
con reglas nuevas (como la de induccién completa en la aritmét-
ca). Pero las reglas y axiomas primitivos son propuestwos implicita-
mente al principio del desarrolle de una teoria; se ve, asimismo,
el modo de subordinar una teorfa a otra.

Toda demostracitin es un disefio, fdrmulas escritas, unas abajo
de otras, cada linea segin las reglas de constitucién de férmulas,
cada trdnsito de una linea a otra conforme a las reglas de wransfor-
macién. A la cabeza y, de tempo cn ticmpoe, lincas sin justifica-
cién: axiomas. S¢ ve el rrabajo matemadtico reducido a la pucstaen
marcha de un inmenso mecanismo: lo imprevisto no puede surgir
sino de axiomas nuevos. Propuestos éstos, —o reglas aferentes—
un espiritu suficiente mente poderoso podrd percibir todos los teo-
remas que son demostrables. [.a matemadtica es una combinatoria.

Se planiean, empero, dos cucstiones: des posible engendrar de
csta manera todos los objetos —o sistemas de objetos— a que se
adhieren de hecho los razonamientos en la matemdtica histérica?
Por otra parte, {se tiene la certeza de no obtener, con suficientes
axiomas, lag férmulas rechazadas por aquélla? Nuestro formalis-
mo universal, es toda ja matemdtica y nada mds que la matems-
tica? No se trata de una fidelidad de oaduccidn: hay una sustitu-
cién y el formalismo quiere rebasar lo que reemplaza. Incluso es
necesario que demostrar tenga sentdo, es decir, que no toda fér-
mula sca demostrable. El primer problema ¢s ¢l de la perfeccién
del formalismo; el segundo el de la no contradiccién. Para una
teoria parf.in:ular, se conoce un método que Tesuclve el segundo
problema: ka aritmetizacién. Se representa cada simbolo por una
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cifra, se traduce ciuda axioma en una proposicién aritmética ver-
dadera: la teoria se transforma en una parte de la ariemérica: si
ésta no es contradictoria, aquella tampoco. Es un hecho que Ja tra-
duccién sicmpre es posible: incluso la I6gica se deja ratar asf. Pero
esta feliz particularidad, ¢no es un indicio inguietante? Puesto que
(la légica) se deja representar por nuestro formalismo universal,
¢{no es, en realidad, una parie de la antmética?

Nos vemos llevados, asf, al primer problema y, como precisa
Skolem, a su solucién negativa, Supongamos a todas las matema-
ticas actuales insertas en nuesivo formalismo: serd posible escribix
todos los axiomas, uno a continuacién de otro, o por lo menos, si
tenemos csquemas, arreglarlos en una serie infinita numerable,
es decir, numerada con la aynda de los piimeros enteros. Sc pue-
de, por efemplo, escribir primero Jos que incluyen dos simbolos,
luego los de tres, etc. Para cada nimero dado de signos no hay sino
un oimero finito de axiomas (0 una infinidad numerable si admi-
timos la posibilidad de sustitucién en los blancos). Por lo tanto, la
totalidad de los axiomas setd, a lo mis, un infinito numerable. Pe-
ro nucstros axiomas definen de manera exhaustiva lus objetos
matematicos, es decir, €stos no son otra cosa gque el sistetna de ele-
mentos arbitrarios que satisfacen a aquellos. Ahora bien, se ve, por
la ordenaci6n precedente, que es posibie satisfacer los axiomas
coh un sistema infinito numerable de objetos: basta dar un nom-
bre —un ndmero de un orden particular— a cada uwno de los sig-
nos que interviencn en un axioma. Como en cada axioma no ig-
terviene sino un ndmero finito, jamas rebasaremos el infinito
fumerable. Es sin embargo, una verdad bien conocida que hay,
por ejemplo, una infisidad no numerabie de puntos sobre una
recia o de decimales entre 0 y 1. Esto se ve por medio del proce-
dimiento clisico de la diagonal: si se pueden arreglar todos los ni-
mero decimales, unos bajo los otros, el procedimiento permite de-
finir un nomero decimal que no pertencce al sistema, por
ejemplo, el niimero cuya primera cifra corresponde a la primera
cifra del primer nimero aumentada en 1, la segunda a la segunda
del segundo mds 1, etc.: cualquicra que sea el rango considerado,
una coincidencia completa es imposible. Por lo tanto, las materns-
ticas en acto nos obligan a romper lo numerable, no se pueden so-
meter a un formalismo universal. Sin duda se podra responder
que una parte (de las mateméticas) estd siempre abiert, que nada
impide aumentar nuevos axiomas que permitirdn esperar nuevos
objetas; por otra parte, ¢l conjunto de objetos matemiticos efec-
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tivamente construidos no puede rebasar, incluso, lo finito. No hay,
por ejemplo, sino un namero finito de nimeros trascendentes co-
nocidos. Pero, ¢serd necesario rechazar todos los razonamientos
que toman como punto de partida el conjunto de todos los nime-
ros trascendentes -——todos los nimeros reales? Ello seria una am-
putacton en la que suefian algunos mailemiucos en momentos de
depresién filoséfica. Frente a la exigencia concreta de un proble-
ma, solamente cuentan la fecundidad y la armonia de los métodos.
En cuante a la nocion de formalismo abierto, parcce ser muy de-
cepcionante. cPara qué sirve un formalismo si, frente a una cues-
tion nueva, no nos provee antomaticamente, por lo menos, de un
medio para buscar la respuesta? Incluso la garantia de no contra-
diccién —que hiciere surgir la investigacién— no puede ser dada

rél
Pah'o se puede demostrar, en un formalismo integral, Ia no con-
tradiccidn de la aritmética: éste es ¢l resultado obrenido por Godel
mediante un razonamiento parecido al de Skolem. Puesto que te-
nemos un némero finito de simbolos y axiomas, siempre scrd po-
sible numerar objecws y proposiciones aritméticas demostrables
formalmente. El procedimienio de la diagonal —complicado—
nos da el mamero de una proposicién tal que su demostracién o su
refutacién (es decir, la demostracion de su negacién) formales en-
gendrarian, de la misma mancra, una contradiccién en la teorfa.
Esto s¢ puede poner en forma. Si hubiera una demostraciéuo for-
mal de la no contradiccién de la teoria, afiadiéndole el razona-
mienio anterior, se¢ obtendria una demostracidn formal tanto de
la proposicién como de su negacion: la teoria serfa coatradictoria.
Se trala, modernizada, de la paradoja del mentiroso, Rebasa la
ariunética y vale para todo formalismo absoluto —e¢s decir, aquél
en donde todo estd definido por medio de un sistema delimicado
de convenciones: si la teorfa no es coniradictoria, puede demos-
trar, ella misma, su no conaadiccién. Se puede, sin duda, apelar
al recurso de las reorfas mds generales; fundar, por ejemplo, la
aritmética sobre el andlisis. Pero esto no tiene interés para el pro-
blema det formalismo: iqué significacién, otra que imaginativa,
puede poscer esta superposicidn indefinida de teorias cada vez
mds vastas cada una de las cuales no existe sino en tantwo formal
sino gracias a aquella que la dominal

Asl, el simbolismo conquistador del siglo XIX desemboca enun
doble fracaso. Hilbert, quien m4s ha hecho por su triunfo, jamais
pretendid que fuera completo. Manejaba, mds alla del juego me-
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canico de los signos, una “regién rreductible del pensamiento
concreto”. Esta zona es més vasta de lo que €l pensaba. En parti-
cular, el famoso problema de la “decisiéon” —que, resuelio, habria
dado un procedimiento para reconocer si una férmula dada es de-
mostrable o no en una teoria— no parece examinabie fructifera-
mente mds que en casos muy especiales, Por otra parte, desde el
mMOmento €N que que intervicnen superposiciones complicadas de
formalismos cuya coordinacidén en un sistema iinico no se realiza
nunca y ¢n donde se hace referencia a colecciones infinitas no nu-
merables, no es pmihlc darle un sentido, El matemidico considera
un pequeiio disefio de objetos, provisto cada uno de un cierio ni-
mero de grados de libertad —que, por apretados que sean, no fi-
Jam sino cotas a la infinidad de posibilidades de movimiento. Con
un gesio —€omo un salto was la liebre ("“comme un saut aprés
l'aguet”)— cerrard la figura que habfa permanecido inacabada en
el problema. Esto no ¢s psicologfa: se puede rewraducir lo que se
ha hecho, tras hacerlo, a encadenamientos de légica tradicional.
Pero esto no es mida que uraduccién: no hay primacia para un mo-
do de vinculacion, por otra parte tan e-spacia.l como kos otros. Gras-
smann se quejaba de que se despojara a los razonamientos geomé-
tricos de su originalidad: la transposicién analitica siempre es
posible, frecuentemente artificial. Lo mismo en otros sitios: cada
parte indcpendiente de las matemdticas posce sus modos propios
de encadenamicnto, que la caracterizan. Se puede hacer un censo
de los que existen y alinearlos, incluso, en una jerarquia. Serd va-
no creer gue una combinatoria cualquiera pueda dar cuenta de
ellos. No hay, ademds, una combinatoria infinita —y si se quieren
reducir estos gestos a elementos unitarios, hay que recurrir al in-
finito.

La axiomatizacién y la crisis del formalismo, no han sido traba-
Jos indules. Han obligado al rigor, a la purcza de los pensamicatos
por eliminacién de lo adventicio; han hecho aparecer parentescos
imprevistos entre disciplinas difcrentes. Pero no valea mds que li-
mitadamente. Grandes hiatos subsisten. Lusin se preocupaba por
poder definir geométricamente, con facilidad, conjuntos total-
mente fuera del alcance del andlisis. Esta era, un poco, la sitnacién
de Pitdgoras ante su diagonal: veinticinco siglos después, hemos
sido reafirmados por un axioma que hace, por otro lado, un lla-
mado a la intuicién. No pocos escalones faltan en este edificio en
devenir: con un poco de agilidad, se puede saltar de un punto a
otro. Es también satisfactorio para algunos prewender que existe
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un plan total en donde todo esta ligado: pero no es mds que un en
si, requisito, posiblemente, del pensamiento coherente. En todo
caso, inaccesible. Las dificultades se climinan de la siguiente ma-
nera: el modo de ser de las intuiciones abstractas, ja plasucidad de
la materia permite las traducciones de una teoria a atra; sobreto-
do, el entrecruzamiento de los méwodos, los “momentos solem-
nes” que regocijan a Brunschvicg y sus discfpulos, tantos proble-
mas que la reflexién filos6fica no sabe resolver. La imagen de un
gesto no debe engafiarnos: por gratuita que parezca la invencién
de.un método, el desarrolio de la maremdtica ¢ntera se sigue se-
gin un ritmo necesario: hay un condicionamiento reciproco de las
nociones y de las ampliaciones que provoca su aplicacién obliga-
toria en dominjos vecinos. Precisar las modalidades examinando
de cerca esta historia que no es una historia, puede ayudar a com-
prender, pero en ningdn caso a definir si por definicién entende-
mos reduccién. El fracaso de la tentadva simplista €n que toda la
matematica serfa llevada a la mas pobre de sus ramas, ¢l célculo
combinatorio, es un ejempio suficiente. Imidl ensayar planes mas
ambiciosos, como queria Cantor con su teoria de conjuntos. La ac-
tividad matemitica es abjeto de anélisis y posee una esencia: pero,
como u olor o como un sonido, €s en sf misma.



