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Hipntesis del continue, definibilidad y funciooes
recarsivas: historia de un desencuentro
{1925-1955)

Fernando Skt

Resumen

Fr 1925 Hilber! inte=nta donopirar lo hophtesia del continon, wsande
delivitilidad de Tunciorest en I8 aritmecs: incodoce (5n, [lumados
asi} la recursicn primmya v log funcimales tororaives T oobee
no condipae €l remoliade descada, o embargo, ragneamos e 08
contslas consesuantien o Las Ires décaduy que siguen Par oled bado,
en 1923, Luoain ¢ Sistpinski silemeizan | rerarquin pravectiva Se
romsalids asi obre sAn de atsque pore estudier el eoolime Fno lag
ofoa 1930 ot precis s nocksn de recursvidad (Herhead, Godel,
Klzent) v 5 recuperan resuitados imporani=s de Posd. Tog otre lad,
lis mobogrelies sistemalicas de Sapinsin (Hipothéee de cowlii
{1934) ¥ Les wmpemibrler proyecify of amshiiques {15500 eatudian B
footo las contribuciansd de |a feorin de lwnciones & wariable real
para elscadar ¢l problems del comimun. B alpoos momendos del
peviods 1925-1955 se pmian ¢305 dos enfoguse 8 le hipbtess del
continun (definibilidnd ¥ recw sidn werma joranquiea proyectiva y add-
litica} pero, ¢ roalwked, lu siloacisn ex la de 0 desspcientm. Fi-
tudimmas ol porque e ent desencwentra b TEtames de eaplicar
plgunes de Lot prespuesiad cHAemalapees e los que s basa la
prACIME NBICOALCE. Timslmene, en 1935, Kl v Addison, mpuict-
do =] comane abiertn por elowski, egplican laz hondes coneksimes
entre las joanquiss de Tu tecuranin ¥ los conpumios. Bnakiiacny. Fl de-
samallo posteriar de ema unifToacim (en Lo feorla descriplive di oon-
qunlasy he proporionsde algunas de Ted més licides oidicione
scertn del cOnlinuy, rEACHAMOS un corfd issamen de =os Gliimoes
ratal s,
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1. Elinimtn de gemastrocion de Hitbert de la; hipdicsa ﬁ:l
comtinuo {1929}

EE problems del contnoo fus para Canter ono de los motoms prns
cipales que impulsamen al desarvello ricmeg e las hemamicntas figi
damemiales de 1a i2oda de conumes. La consrucessn de 12 cscals de
los afephs, via chises ordinakes (Cantar 1895-97), y el torema, equ.
valent a Mena ordénscign ¢ al adioma de ebecodn, de que wdo car
dinal infinitg 25 un aleph (Cantor L989) fueron en bucos medida
motivadns por |3 necesided de prociaar el problema del continey. S
¢ o5 £l candinal del comtinug (13 oo realy, Canlor mosind gue =2
Yque e F o Ly hipdese del contumen (HC), piodamada par Cantor,
wonsslio en afinrge que ¢ = ¥ {cardinal del conjure de todas los
ordimales smmerables)

Zemmelo fomly gy ooerazecion do le ek 8 comunios (Zermclo
18] motivade par g myisiin oince de su enrmg el been omen {Zer-
mebe MM, donde va 3 skaemimn odos Jos cancodos bdsicos que ab-
LAz ot arky despis € mep de axiomes) T adomEtERcKm of
paieccionads por [Skolens 1922 A propasiie de by posble demostracion
o [alsacion de (HC) dentho de ese sistema @domilic) (eguhvalents a ZF):

Lo 1o musdoie de Fermels o detarmicsn de anemiers cmicn =l dominie
E Jun models ZF), =5 muy improbable que tadios lox prob) emas de candi-
nolidsd sean decidshles por medio de coo2 axomes For ajemple, o2 bas-
e probeble que bo qoe = denoming ] problama gl conunuea, 2 sher,
In prepunia de @ 2™ ms mayar o igaal que b1, fo s ceehile sebe
esas baces; nada tiene spue w7 decidide acerea de @ - |.e miusgdn pueds
qre #0 cxscblicene o mem qee Badel caso sipisents: o o5 dede un
FAMIPO 04 Edpesificaiin ¥ prepnbamed s conleme mn ebamento s tal que
# =2 Estn m i cltermmeade pucsn que el cemmar [medels da las
Ainmad de canypu | no es uqics [Skolam 1922, 2549].

La imwicidn de Skabein serd reafiomade por Kos (rabapes posterones
d [Trtde] 1940] y fCohen 1996], quicnes demasirardn 13 udependencia
d¢ (HC} ceo regpecto 2 (ZF). Pere ol problemae oo queds canjado alll.
Para |3 gran marorda de loq brvestipgadames eo toors de cotjontos, of
probiema se boma co enopnier axpmas plasibles que decldan de la
vordad o falseded de (HO) (wer seccitn 71

En 13, en la famosa lisia de problemas que Hilbent hatda pre-
eendady e ¢l Congreso de Makemdticas realizado en Parts, La hipiesis
del contimie Jparecia come ol primes gean problema ebisno de g dpo-
ca En log 27 afkte posteriones, & pesae e Li emergencia de Ia ligica
de primeT orden ¥ (3% axiomatizaciones de B beorla d¢ conpunins, pocns
AyAnces 6 reabizan pam malar de decidi of kit del comtinon.

Lfothe iy




fathrne L (2000 117220
[E—— T T TE PR, TR PR L] S ]

Hipotesis del continoo, definibilidad y funciones
recursivas: historia de nn desencuentro
{1925-1955)

Fernards Zafomes

Ersmimen

Cn 1925 1filbert integta deascetrar Ip hipélens del continue, wwnode
defmibalidad de Mncion= en be aoitmeénce; wbreduce (sin Tamorhes
pa) la oetufsion pamitva v log fupcemales recurzivos El wieola
ne cataigee el resaldo deseado; Fin embargs, TESA0SATOS Sus &4
condiclie conseousnries ko las tres déendns que sigaen. Por em lade,
en 1925, Losin y Sierpinsk: sistemalizen To jérérquis propechve. Se
consolida sl otrs win d= alsque pars estudwr el continos. En Jes
pitps 193} ¢ preciss 1n oocdn de mecwmivided (Herband, Codel,
K lesme) y 4 fecoperEn msoliadoa impenantes de Paat. For o1og |ado,
las modeprafles sidembuess de Sierpimaks [(Hiporhdae du contine
(19347 § Les enarmbler progaciift ef mabtigees {1959 edudion a
fands 1as contribiciones de 18 tearia de funciones de voninble neal
pore elucidar o] problema del continue En alginos momenkaa vl
perincn [423-1955 5 jupuo caos dos mmfcques A e hipilgyia del
continuw (definibilided ¥ rEowritn w2raws perarqubat proyeziive y ooo-
litiga) pere, cu realided. la simecién es In de ws dessncnenmn s
todiamo: ¢l porqeé de ewr desencoenio v Wstames de explecar
plgunas de log premmmessaos cpisiEmobigicos o Llos que 55 basa 1o
prclica nutenica, Einglmente, oo 1955, Kleene v Addison, sigasen-
#a ¢l camuwa abierla por Motewski, sxplicen las buadea copecdones
eritrs Ton yerarqulas de In reclrsion ¥ 1oF canjuabos analiticos Tl de-
agrobla posterior do esn umalicacion (en o teada deazriplive de cons
jumios] he proporoinada elgunas de los ddd J0CHME inlwimasd
prérca 3l COMIiML PreslAMmes Wy corlo Teawnen de exm ilumoa
Erubuagors.
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1. Elintemio de demoatracidn de EGlbert de Ix hipdtesin 4o
canlinus {1925

El pwoblema del conttngy Tue pam Canior wne de los medomes prin-
cipakes que impulsaron 3l desarolke técnico de las heramientas fun-
damentales de Iz woriq de conjumos. La constreccion de L secals de
lews: eniephs, via clases ordivales (Camar |#95-47% ¥ o Ieotemy, £qu-
vakie 2 buena ordenacsin o al axioma de ekcoibn, de que tods car-
dinal mfinko cs un aleph {Cantor 1989, [wemon oo boens inedids
Miilivados por b necessdad de precisar ¢l problems del conimue Si
¢ &5 el candinal del conitme (la ot real), Camior moste que ¢ =2
Y que € > Ko La hipdesss del cominoa {HC), proclameda por Camor.
consiglid en aficmar que ¢ = 2| (cardinal del copunto de todos bos
ardingles enumerables]

ek formmls su axiomatizxion de la tegrn de woayumios (Zamud
1908) MeMivadn por una mevisknl critca de su teorEma del hoen omen [Fer
medn 1M, donde ya s encoeriran lodos Jos emeciadis asoes que -
CANAARN Cumitro aties despeds of R de axiomas) [ pdomatizacin e
perlccciofecks par [Skolemn 1927) A propdeiin de 13 posible demostracidn
o Talsaciin de (HO} demm de oot siema axiomilics (equivalentc 3 7F):

cama los moomad de Zermiek no determinan 4# sneniera sinicn el domsings
B [un moeded ZF], #5a0uy imprebabile que iodos Ios problames g carl.
vuibulacl seam decidibbes por medin de saoe aviomes Par sjemplo, e e
tire pruhabife que Lo qus 3¢ deowmina & propiama de mminw, 2 aater,
b preglmen de 5 27" e niayor o gl que by, sa a resoluble b
3 baruss; nads Bene que s decydido Boerca de & L sininesdn puede
QU st exaclnments [ asiame que |3 def CAs0 cipwents Ao s dade us
Mnpo N0 sapeificads ¥ pregunlamos 3 cotliane un efemento 1 1ak que
r =2 Eelo o csld determmingdo pueato que el dameemes [modeta de los
fiomay de campa] i ¢ imea (Skolam 1923, 109).

La imtuicsin de Skolem oord peafirmada por s Ushijos posteniones
de [Godel 1940 y [Coben 1966), quienes demostrardn b independencia
ge (HT) ¢on respecto a {ZF) Pemo 4] problema mo Jueda ramado alli.
Para la gran metyorla de bos investigadores en ieomia d¢ conpumos, o
problema =¢ (0fma en eOCONrEr Sxioii placsidles que decadan de La
verdsd o falecdad de (HOC) {ver seccidn T

En 13 ¢n L famoea lista de probernas que Hilberr habil px-
gmiado oo ol Congreso de Maiemilicas malimdo en Pang, la hipblesis
el contimee aparces como el primer gmn probleme abiens de lz dpo-
ci. En los 25 afin poskeriores, & pesar d¢ 13 emergencia ds la Ieica
di- priTer erden ¥ las avinmatizaciones de 13 Wt de conjuntos, pacos

Fvances ¢ rtalizan pam wradar de decidir el prohlema del continug
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So obbenen resulados parciales, siguendy las investigaclnch Lopdo-
s g indas por Cantor: Camor (1884) habia demaostreda gue CHE
wili al restringicse 3 fu clase de subconjunios comades de Ta recta
neal Hausdorft {1916 eiende € mesuiado a L clase de subconjvings
de Barcl, Suslin (1907 Io exuende a T ¢lase de os subromuntos ana-
litiwas fwer soocifin 2], Sin embarg, ningui de Ss5LE5 BHTOmMaEd KIS
inlent forzar s demestrecitn (o B regacidnd de 1a hipdeesss del cone
by A pamic de bos adomas o Ja 1eonia do conjumas.

Macin 1925, of pogmma de Hitken alrededor de la teoria de b
pruchd £¢ hallaba muy avanzado Hilben canfisha en csc enlonods en
poder denester 1a consistencna ¥ [ complctinnd de 1aantmenc y
de Lo reonin de conjumos. Su farmose mote, Tebemos comesdr = Lo
IOCCremps”, pormeeha 1oda su fikasotia de la matemétics. Para Hilen
(1128, 384] come consecueniia de la copomda complennst #2 log mis
ipTponanies sistemas sxiomdlicos, 'odo pobloma marenidicy puode
ser tsielty, Escamas todos cotvencidas de ello’’. En el aticulo de
1928 Snbre ef finete, Hilber expenmenda con la potenced 4@ 50 lepna
de |3 prucha: cree demostrar |3 bupbtesis del comines @ garne de un
axiomgizacion de fa lognay ¥ de la tooria de conjunlos, en la cual
imcrviens su operader pomuwl i o ‘ransfinto opetidor Kgico de
weleccnin” [Hilben L424. 352|. TTilben eres msolver ¢l protdema dod
contirm ciablecicodn wne corrspomdencia bnico sntr §as fon-
cronis de N on N v los ardinades de L2 scrunda clase (ondinales eno-
memblesy Mor tante, =& tendrin

N"--m1}'¢—ﬁ=ﬁ=m|-ﬁ1.

Al ymtar de establecer la comespondencie antenot, Hibhen irebaja
can s posibles deffrrcioner & funciones endre mmenss sabirales De-
tido A la filasofia impeneime detris do su pmogrin de iphajo oo
la feonia de la preche, cree poder demostrar que Wdis las funciones
i N ¢n M son definibles por medio do esguemns racurdives, oo los
snales podrian climinarse wdas I apancianes del operader . (Lema
I, {Flileen 1935, 385]). Es wn inenio sbocads el fracaso. pero s trata
¢ wn picnln cxtremadamente tien en ideas, que st rewelisin may fnc-
(Iferas 30 ahos mds tarde. La historia cxtremadamente Eértil, tamto cpis-
wnadbgica como Womienene, 9o 1a cual eie ankwlo cspere mvelar
Algumes de sus mas SAlienies agpectos.

Hilben tebaja &n o lenguaje con simboks de predecade £y &
para represenlas £(Ap o es un nataral’ ¥ &ak g cn un ondingl sea-
mersble”. Indmoduce dos clases de vandgbles, a5 vanables pricaneas’

——————— .
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tenire |as cuakes cuenda £ ¥ &) v las ‘varablesdipe” {15 represeatar
lunctonalss sobre luy varables pnminyag). Fam,

las variabde -Upe pusden cheseficacse de acoerdo & o3 “alfima’ Fobe Jos
e olhara O iciummes dodas 143 Consacdes muméTicas ¥ entre las de plgm
| 10l fymedlas Farcionss cuvos aghmenias ¥ valores biven las propic-
dades de Las vanables primitivas, poc epamplo [a propicdad X o i propie-
dad ¥ Lina Jimeicine muves arguanente v volor lienen adizms dadas a v o
Pelrimtn it wllum 1+ masye, ) Lhis sawcesicm de funeioes de varias abi-
me dedad posee |2 pltoa olorgada por el liemite de caos ulio []GRwert
(925, 357

Con &1 sjemple de b funcon de Ackermay, Dilbert |[bid., 3%8], mues-
[ra que subslitucidn y mourskn {por abar $0do s piensa on s ecosiso
prumitival sobre vanables numéricas ne son suficienks i pencmr
4 todas las funcipris de N on N. S0 crbireo (Leme ), pira Hilber
ILZ5, 351, substiivertn y moursidn sobne vansbles miméricas ¢ ssbe
Zetipos 5 penerian NY. Como msally, gsando 1a cscala jscendents
3 las aliumas, que subsinucicn ¥ rocumsidn sohoe Zpm 3 generan
I3 sepumeda clage de nimerms (o), 52 lendran cnilonoes desenpeionss
nalzmacmiticss comunes para K™ 3 o v de ahi se deducinia NY -
na|

Mumiuie los Do |2inis sobm Jos que 3¢ bas el argumenio de Hilbeo
$on {aksos, ol arlicaly &5 nolable eo b inoduccion de nuevas ides:
recursion primitiva (#n N}, recursién on lipas supeniarss fon N7, de-
firubilided de funcicoms ¥ Funcioneles vig descripoiones recumsivis, mse
de descnpeiancs Kigicas pira genemr cornspraxlencias conjunlistas La
precoe eplicacitn dt o528 ideas pars trarar de contolar &l probler
del conunoo sélo podrs ser macupereds, on panle, 30 adns despuds oo
ks codimenzas de L teorla deseniptiva ¥ efectiva de conjumlas Grer soo-
ciongs & v Tl

1. L tribajos de Lag excwelas rusa ¥ polaca sobre his conjunto
anglititos ¥ provectivas (191 7-1934)

Sictpenskr [1950, 28], w leslige de excepeidn, by conlado chmo se
realicd ol descubrimicrde de los conjundos analiticos, Ly escuela em-
piristy [rncesa de Baire, Borel v Lebespue, también conocida coma
senid-ituitionista, 30 acepialy obptos mabesmitices que fueran dados
de manced efectiva, determinadng sin ambipbeded, gue sigusan un
procesa deficnigno expecificade on iminds finitos. E] arquedps de
laks chjclos ciba formads por la clase de los conjunbes b relians.
Estudiandp uny tnemoria de Lebespoe, Sushn, disclpuls del grean ma-
_===
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lemitice Aso 3uslin, descubnd un emor gue s hama lanwse: segin
Lebesgue toda proveccsin die un bemlane debia ser imbon un oo
Juso de Barel Suslin (1917} nostrd que £se B0 i por que soT
el ciso. constroyd on contraergle ¥ paso a estudiar b close, ex-
Wndida de las conqunios qug megullaban comp proveccless de bore-
liznwos: Ios Tlamd conjunios arelibves (pues Ja memaria dc Lebespuc
Lrtaba de la represenecidn de s funcioocs analilicas de sanable meall
Lébespue, anteriormente, Jaliia delimdo una funcion qus mo pertesecia
4 ]a clase de las funciones g Bane, pem su onnsinkcion wssba los
urdinabes de la scgundy class + wo saticfacia los criterios semm-miur-
cionisias. Con la constnecesn de bos ronjumios analltecgs, Susin ¥ Lu-
siA extendicren por priness ver b clase de dos conjuniog Bonzlianos
dduptindases a las ouigencias del sem-inlaciondsmn Frangs

Ein trabajos pesierores. Lusin [1%25, 1927, 1930 constgs 2 je-
TTquia de Jos conpinlos priviactvos, ileando las operacomes de pro-
veuckwn ¥ complemienracidn @ parlr de los congiendas analinos La
KTArQuia otonga un cicro gontrol para clasificar Ias defmigiges de
ks vomjunios que s {mbajan ¢n andbsis; 1a amplimd de B jerarguin
proyectivd la pone de manifieste Lusto [1927, #] cuando oot
. hasta 1924 iodos 108 <ofuikey que se habian definide en ardd isis,
IR provecr epemplas de dd o, cras lodos confumos prvecines La
REbcrion de los comfunios amalineos via operacson ¢ dp de Lausa [of
Kurilowski 1258, 190p ¥ la gerermcidn do bos conjumos provectnos
vH omplemendaciones ¥ pROFESCKINCS SE CONSIMren en meiodos
[s&mu-imnicinnisiscameme) eleciros pam estranificar I jesrquia pm-
vécliva,

rsande las nodacicmes ¥ descmgpertn de Sicominski ¢1v&H, 1os con-
Juntos analilicos sc designan por P ¥ sus complomentos por ). par
wlcin, pama n = 2, se defingn las classs &, v 0 par M o= 00
¥ Cn = EFy domede TT o5 la operacion de provectian ¥ € la aperacin
& complementacion Un resullade fundamen@l es ol de gue asi s
Jbliere una gemuine cstralificacidn:
&1 (Tegrema de la jeranmuta) F - a7 By Py - (= &

|2 idkka para demosimr este wonstna 5o debe 2 Lusin [ V25, quien
TErema el concepla do conjnmd wove il debado 8 Lebesgue | 14905
ief [Sienpgkn 1550, 4-122)k Un corporig anreersal 0 para ons clige
de conjunes intales @ o5 un conjanty pliag U que genera preciss-
meoes - 31 tomar imerscookanes oo nfg Tarm b de moclas hodson-
tales: ol arpunmned de Lusin para domostrar 2.1 usa of hecha de gee,
i la familia & fdoni; ienss propedades bisices & clausom. v D
w5 [ mola y—r cndonggs A = ) o L5 g b micoras dme -4 edy,

- —- .. —
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Lusin derneestea Jocgo 1a exisienca de comjunlas uruvessales paa {los
varios noveks del Ia jemamuia peoveaiva v obieawe 200

Owros recultados imporiantes que s¢ oblicoen en @306 afos. ¥ que
nos imersan por sus ansbopias con las joranquias postenones de Kleene
cn la leoTid de |3 recumsibn, 2on 108 SWEuientes

2.1, (Representacién de los conguisas Py [Losin 1330] Un conjunto
cs analitico 1y $Hlo si o imageh continng del conjunta d8 Ins nimarns
itracionales.

2.3 (Fermma aormal prepexa) [Korslowski v Tarskr 1931] La jemr-
quia proyectni se oblions mednie Ja ilcrecoitn & ¢inch operadores
logices [, ~, v, 7. 3} sobre L ¢lase de les fon iones propesicienak:s
ProvEiris’.

2.4 (Tepremas de separaciond. Dos conjuntos Amalinoos desy uods
son separbles por un borehang [Lusin [R2T], un ¢ongumin gs Bbore I
si v sala &1 g5 analice ¥ su complememn ef anadl o [Sudn 1427

2.5 (Eleoritn cfectiva de w pinis oo on cimglemeneann snabilicu).
Movikoy 1935] 5i E o5 un conjunke analiice cuyo compemenio [
na ¢ vago, conces pusde descnbicse de mEenl expllcila un ponly
tE.

El pnmer resultade Fundaméntal que 5o obwve sobre la polenca
de los conjuidod aralidcos s debe a Swshin [19717] Suslin musdny
que todo confimo anslidcn no enumerble cenens un subcorult
perfecle (ng vacks] ¥ por lo kmlo su cardinal o6 €] comines par la
clase de bot conjumos analiticos vale Ja hipdess del confimeo. Gode
EI940, 26] ndicard quo puede asunuirse. sin Legar 1 contadicaons:
con los demds axiomas de (£F). 1A cxislencia de complomenlarios and-
Ilices (conpunkos C) 0o cnamerdbles ¥ sin subooiwios perfecias Es
da una idea e 1a complegrdad de los cerdmalis W co los movelds
mis bajos d¢ 13 jeranquis provectiva {traigames f colacion €] camet-
tario de Hanley Ropers [1967, 122

16 ments hiommi pancce Timiack e 20 habilidal pue enteivdor v visial-
737 mas all3 de coero o cinen alenueciv de cuanulivakse, Enoedectn,
puetile prpnmentarse qu Loz myentos, subeeoelns v lemas cenbrakie 4 -
riadas parte=s de Las makzialis sinl 0beTigine ide SEIEr L ln Tele
o &l frpin de una o dos altsmances de cosntifredones

Eb enconime axiomas. qué wtfrmnzarse ¢l comportarundn de 2 je-
[cNia 5 converlick, en kos afos 6. despuds e las ptniciomes de
Citidel {1471 en und A bos proprANKS mas imponanics de imecsy-
gacHin cn la teona de conjumas {vet SCCCIDR T

.=-.;;;_
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Validndose de la hipiiess del contineg, Eagin [1714] habsly rracs-
tradss Ja exisencia de wn corpunto Bincat de cardinal © cuyas iner-
ECCQi0MEs com odo conjanio perfecto oo deti cram 2 B Surme
enumctibies; de alli by deducir b existences de funcwones de Bajre
) Represenlables analiticoments. 5ol algunos aios despues, medians
2 teorla de los comumos analivcos, Lisin podria obviar &l rguen-
mients de 1a hipdesis del conomee oo la @nsruccidn de su Ejemplo
& (wkwnes no mpmseniibies analiticameme  Muches sros resaliados
de Lusin y Sierpinaki sobee los conjundos analiucos depooden: cracral-
mente, en cambic, del wso de (HOY [ver Sierpinsika [954]. Ence of
pedler dedoctivo de (HC) v i estructuraciin de i jeramquls analie
CHIFE un (ntenso vaivén de infonmaciones parciiles: Aslas s han o
gy e un precisa galde de oultio para aferar |2 imtwcidn de Joes
‘husadores de axiomes' que iMentan forzar ¢l stans de 1o hipdiesis
del eanuno.

3. LA ieoria de Fa recurshdn ¥ a3 jerargoias de Kleene (1930-1%43)

Herderms ¢n boena medidn e Ja ésouels semi-inodewmsts francrsa,
o csomelay polaca ¥ 1o cscuels de Lusm se prescupamn siempre por
les mociones de efectividad S embargo, Les precisiones acoca de
lo que dehla ser efective o definible no pesaron de sor mens in-
dicaciernes hasta mediados de los afios 1930 s necesitaren los trabajos
independliensts de  Godel, Herbrand, Ctuch, Klpene ¥ Turing para
conseguir adecuades matcmalizacienes de lo campatible, kos abajos
posteringes de Tarski, Mokwsks ¥ Greepomzyk reineertaron 3 la os-
oela polass enoun ambite mds preciso para webajar lag nocsonos de
efectividad que surgian co et estidio de lae Amcienes Ao vamable real
(sin cmbargo. a0n en [Kwrdiowski 1955 142 sc hably de la necion
de ‘cfectividad’ come de we nocidn de naturaleza 'malemdece” v s
e que ““uh Womma & cxisencia & demmesia de matena efecng
wuando s define on individuo @ y s democsira que o sausface ol
leorema comsidémade ", 1z vaguedsd acerca de cuwbles procesos de de-
fimickn seran accptables mueca ¢f clockdads).

Eajo lag aremaciones del pregrama & Hilbert, 81 irdenrir demosimar
la comsislencal y ia completited de by arfmética, Herbrnd » Gkl
shnenen resulindos, lamle positivos CHNG negalives, que eodedn un
linportants impackd eo las formalizacionts madcmdlecas 40 Ja meside
de efievividad. Hobrand (1931} v Gedel {1931) raintroducen ik -
pendieniements de {Hilben 1924)) 1as funceones Mecorkivas: pOsCcD i
o amplaa clase e fonciones que, demuesimn Hedmand ¥ Gddel, som
=—===
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reprsentables (definibbes) en feEmenles e [ Wi ica. bicnms que
Herbrand kegra nwsmf |7 consislencia de un fragim: mo-de 13 arilmétca
enoel cual se redringe @l axioma de nduccitne Ghde| co camitio de-
muesira su famoss 1eoema de incomplentud pard 13 cslensiones de
o eritmébca de Peae La cscwela de Chorch en PrAngeion [Charch,
Fooscer, Kleene) prosggie oon 1as imveshgaciones de Oidel; basandoss
en la cquivalencia doe las vadas defmiciones prognicsCls para capiorac
el concepio ok Cefeclividad® {recursividad (Gidelp. a-defindbilidad
(Church, calcufubilidad (Torinp)}, Church lanza #o famosa tesis: bo
efectivamems compulable ¢oincide con ko tecursed. Los desamollos
en ol Ambite matemdtcamcne muy noe de ly drewda el do reckrsidn
seram creacidn, cas exclusrva, de Kieene o und serie de nglabkes ina-
hajos pastepores | 1936, 136, 1945, 1955

En 1934 ipublicadn ¢n 1938}, Klcene introduce 1 esquema de mi-
nimizazidny exnende |4 ¢lase de las fupoiones recursivas a 1as parciales
recursives tof [Kleene 1991, 163]). Una indicaguin dé coma conceplos
que. ahors, Ties parecen primordiales ¥ de sob eobosidos, On osa Cpocd
n3 1o cran Lme, 03 13 propaciona Kkene al recordar la cscntura
da su Srirodirion o Mefamamemaric s Recugndg que, en la pama-
vierg de 1940, cozndg vt ol wComine Cfunckin parinl recursiva’ en
una conversacion cor Godel. 8] inmediaamemte pragymo " Cué o5 une
funcidn pamci] rcarsiva®' ™ [Klcene 1991, 164). [og icoremas basicos
rare ol desarmilo esiryetnml de ba weonie (faoha pommal, coumeracoon,
s-m-n} sparecen en Kleere | 1998). Kleene |195¢] mostram que los
{earcmas anteriors carslenzan a8 la class de lig funciones pargizlos
recnrsivas, Wagner |1364] s |a camcterizackin de Klegi par in-
1rodiscir versiones combwaiofias de la compatistihidad en dominigs abs-
1rActns que no tiome por gué posCer cquivalantes del sasor, huen ooden
o mindmizzacicon d= N

Simandoss dentre de [a wroda de 1a moursion, K leene [19475] deline
v cstudia la jerargula anrvitics: melaciones defindbles cn lg artmérica
{de primer onden)d con 48 relpciones recursivas G0 PARIMDCETGS.
¥ ¢ ¢5 la clase de aquelles relagiones definibles un [rmwla oo foma

prefexa, £on malriz Tmoursrva, ¢on A altemancias de cuarbfcydores

e gl prefipd ¥ con cuanbficador 3 al eximemo zquierds. 17 se define

como T 7 per ppuirende un cuanuficidor ¥ al colrme iEquiErda.
AV=EZ.n 1Nt

Ekcoe, usande un agumends diagonal demuoesia

11 {Toorema de I jeramuia) = .- 15 22 v T10 - E1 2 @

_—
Afaihesis
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Por comsimigeidmn, los andlopes de 2.3 ¥ 2.5 oo Gomen o |3 pramuia

aritmétea. Como A | e Lr clse de los COTYUTMOS TOCUTEivDs »
T o= | clese de los moursiamenie crumerbls, s primers apix-

|

maAck]n AKIpIS anre |3 jermurie provectiva ¥ L3 peranmty aimignca po-
dria escablggerse reemiplarando boreliane” par ‘reowrsive v -amalinoe
par " mcursivtgee epumergble’ Sin embarme, va une de g moremas
do soparacion (24) b ¢ lewdid ¢n la jerarguiz anlmeticn pam e
# 2 1 exisicn dog comuntos T 9 desyuntos que na pueden scr sepacados

i kL A Las danabagias al nivel de las foomas oonmales » del leomema
de |3 juamuia no calan en una estrucorm nuds hodel. Tampoco ss
puoss oo [o prangquia provectrea un seAlogn al fueedankenld ieomrma
de Post [1%4%] dentro de 13 jearquis sritmétics. @l teqeima de Fosl
PropscIona ung meonstrucidn puamenle regnrsiva 4 1 prarpes v
deanucsira que s recursson relativa {grades) demny de Lo jeamuta co-
mesponde a la definibilidad via aftadidsery d¢ coantelcadores: Posl

. o .
mucsiml e o clacion es AL bstoes recorsiva o g eelaaon

1 2 . .
z . ( all, J v ogque und relacen e ¥ : 551 &5 MeCLrSivancMe &l

meeble en una relociin L | {all . J,

Klcene, en sus wabajos hasta ol afo 1955, estudia 1a (cori de las
jerarquiag cnogl dmbilo propio de le mousin. Moiowski v Addeo
{ver Soecobrgs & ¥ @) son los gue primen inkendan slucidar kbs rsgos
comuncs do g jerimguias del andlisis ¥ de 1a t=ora de Lo recossidn
El punw d¢ apined gt pemrmilita precisar Jas anelogias s by imeodue-
cidn de Ia jérorquis onnliica [Kletne 1955) {cl pombre of desalor-
mnals pocs o Wetw concsidm dirocta can los conjuntos analiicos,
cn inglis scmenieens und iget difercnog: anabytic sel verrws ‘anaby-
tical hierarchy’). La jerarguen wsling) s construye de mancrs similas
i la jorarquia aritmeltica, pore adawlicnda e e delinuciooes & ira-
vos de fdrmudas witméticns on s¢guido onden Las clascs

Z, M.y AL

qué ostralifican a la jerarquia analitica se definen eame las clases con
mpenndice ', pare permibiende coantificaciones spbee syl de fan-
cidtt ¥ admuliondo matrices no sdlo woursivas sing penepeeEnies i
Ix prwgquls atmeética. Fara las precisas relalivizacionss que umen
cm B prrgquia sralitica ¥ la provodiva, voéase la seccisn & Par
Lig incdemzas, sobre o problema del cootinua, del oncoecnin eifn
ecuiin ¥ leona descoptrea de conjumas, véaee L seocida T

10 [ 1904




Rrir] Fernonay Sl

4, Topalogia en el articulo fomdamental de Mostowsk (1947} .

En ol curse de b spunda pueria mundisd, Moslowski conaunuyd, n-
dependietements de Kleene, la perarguia aritmedica. L gran dife-
MenCIA erUe e835 conshuccwnes condide an Bs distiolis EMAcLenes
¥ guias nDaLvas que impulsaron 3 Klecne v a Mosiowsk: en L3 ar-
mazfn de zus |ararguias. Pan Muostowsks cs fandamental proceie por
anelogas con 13 jeramula proyecuva; 1 xnalogias oo sMo o Surgen
a poAenon g que, oo realided. iwpalsan 3 la creatividad [hostoveski
1947, 340

crea que cdeheln @ enctodos fumibares o Je leor de Tes comjuntos pro-
yectivos yo abluve no solaments comssderablos simplificncinoes w364
prashias sina lambedn elgunes loves penalizacianss de los mesuliados,
Parsce peenble desirollar mimy exbowaneile 1 feetin de 1o ruevas ola-
et [las closes eriumilicns] cotwe eb painin dit b beoria de Jos comueios
provectives Lh st ipo de prblemas shlo 1o ser discutida aqui, a s
ber. el andlaga del lsoremn L= Budin, &5 decir o] feerama de que uo ¢ol-
janie moursvamenle emomerabls cuva  complemente  Dmben o2
recigsivamenle snumicrahle dehe wer recursiv.

Aderis de 1o idcacidn gricrior, Mastowdkd Raoe ¢n su artlonle
otras gt refercnoias al papel unductvo de ly jemeguld proyoctiva eo
£l eshlic de los conjunies defindbles de entems Desde un pundo de
vista posilirg, pard Mosiowsha, suoclase

Po= 3 [F A
Jueia el migmo pape]l que b clase de suboonjuncos dr Boml =n la
jeciriula proyectiva [Mostowska 1947, 345]; ¢l ugo del método de Ku-
rknvgks v Tarskd par sifuar b logar de un gonero en la jeramjula
prorectiva poeds extmpolarse a la jeramuia anmdica [1345, 350) Tun-
ciomes onrversales &n la jeramuia arimétacn juwegan ol mismo gl
gue ¢! de los conjumas wniversaks on la pemmuia de Lusin [1547.
1511 €] tearema de Suslin (un comunto e boreliang ssi es analito
y coanalitico} cormsptade al resollsde
Frmyfy = Ia (I, Er= A0

(1947, 3641 Moslowskn lambién nota 45 discrepancias: la defirdcidn
& Funciones de clise Pa {0 () debe hacarse 1o sus grafms ¥ ne resilia
equivalenie hacerly »ia preservaciones bapy IMARCRCS Mverses ("' | Arep-
kgia can 13 teonia de los conyuntes de Borel se mmpe aqul') [1947,
361]; por o [ado, Mosiowski comentz coma, aunque W conjunla
A sza Mooy f5cA una funcion M1, £4) no beoe por gué ser P
Min si fes 1-1). “"vemos 2qui Sl distropancia cole meeston teona

[rr—————————— PSS
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¥ 1a teoria de Los fonjionos de Baml” (1947, 362] El attlcule conchioye
con une oota afisdida ¢f pnmbas 1947, 370]:

Nara Exte articubo estis en el pocess de impredica ciemde une ere-
sambe arlue de 5. C. Kbsmne | 1943 ] maulld digpasidle en Folonin Tine
park: {meidureble de 12 teeria g desumellada puede encemizarse en el
nritule de Eleere. M parece sin embmgo que alguncs de mis reschodos
SOM MUEw0S ¥ Glbe wh preseniacitn de 1 coorls, bazada en aoelagiaz con b
Teoria Jde Jos comuniea preyeciives, pusde ser de algin interds pom el lec-
ot mAlemdlico El profesor AL Farsk me he indonneds que 1 wmibiEn
SN en 1T resuliadior ooy simileres a lop milos

5, Excurss: aocrca de alguens presupueston epistemologicn de la
prictica matcmilica

Fr L ¢na ametior, Mastowsld kabla de los gderses dal becior matensdlaen,
Fn un anicule scbre [undamenios ¥ 16pms, como =5 ol dc Mosiowek,
e kgiimo o0 csa fpoca, v desgmcistareme Jin 1o o5 a mendo by
& (3, pressuparss por imvolicrar Al *workuyg mathematician® Resyliaba
mgy pattnic ¢l divercio cndre IOgich ¥ malemabcas; comd mencions
[hawdonnd en su prefacio A las obms de ARz Lsuman [L047)," em
difical en los afios LOR0-1430 lener yua vison extenss v precign de
lag minematicas, que s¢ clevam mias Al d¢ @ prcica cobdiang oo-
hijndi £n las muchas v cstrechas especilpaaones dclam, ©s ain mjs
difleul e obtener £5a cxtensa ¥ precigl visidn). Uno de los grandes
méness & Mastowski [1947] cs precisamenie ol haber baprade superr
las barmrs gue 5o erigian cnere 13 ariomelka ¢ € andlsis, v realize
351, N COMCEMURANME, un pase Oebs et 3 imcipente onificacicn de
ks nuierndlicas.

La escuela poleca, atmdedor de sus tabapos en ke que sz icTminaris
por tlatnod fenrin de modeios, o siompee Qe lerer presende [ hooda
unicad d¢ L1 vanas disciplinas matcmatcas. [a progesive liberacion
de las malersincas, que pasa de sor wng figncia evelade, supucsia
poscodima <8 vnd verdad dnicz, a sorwna cignii consmada, que lega
a definir ¥ comparar varas verdades, o5 moy pateme oo esos afs.
Asi como 13 defiucion mousiva de 1a verdad propucsta por Tahi

1 Lod ceadoh smponaler & Lagbmen son de 1437 v 1529 1auypan puedc conviderarse,
£in A, ey el mie profimede Aldanfo de Las matsmiogcey qué he producsds ouerim
sigle Ak gramdvs filtmalon come Rudsel o Cume: wn Tikisoles que se ssupin de G
kogita v de lod Fopdamepkos de Jas mademsdicas. fadie e b ccupsds come Lasdman
de lot predipacte: fileadiires e la matennicica nisdens cn sacion: opologia, gaa.
mealra diferencid, e in dpcaive v saliics de adameros, enrecr e olpabrices
pouasioned dilerencialcs, rxrubly complejL ek,

— e ——
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BE U0 pied drcisivg Nacaa esa lberacion, los Lrabages slrededor de [
fupdicses del comiiu JSisminsk| 1%34] v ¢l comenzo 40 clucidwestn
de s wmalogiag cnle: 1as jeeanguias ariimetica ¥ poyecliva [ ok sk
PMTY jambién se sitdan 20 53 linca de Jibrracen. Resubla, gracus
A wsos rabapes. gue bos conjedes no poseen sdlo propicdades exrin-
Wiy que <l talemiidico debe “descubnic, sme que rmbeen sen Y
Swsceptibles & 14 nanem en que 'sc los rura’, procesos de definibilidad
+ deecripesbn gquee alleman ¢l status de lgs conjunkas dependicnda del
pober adnufdo en las detcmpeicnes

Bnbe 1914 » 1955, se sifda el desencnentro de bas dos dineas na-
tirales quz convergerian produciends noctbles fraas, e i reards efee-
Wea p ddescrignive de conpoms de Addison (ver sceciones 6 ¥ 7
Rueviersion ¥ efecvidad. per wn Lign, caminan piralels, Sin Frcer plc e
e Al “working malomeicnn’ Ly ntuiciores dc Hilben Laan ¥ Bigrs
pinske. bis primesas ovedercisg conscmudas par Moslawshy, mprescniEn
W AT Bodin gk |as prandes posibuidades de coas décadas Creemi
que e desencicnthg sxpone. con detalbes precisos, o dure drcamio Ap
OACyEalGas Y Ia0iCa apenas en 5o afios LMPSEAron | suporac (&
MCEFiED de 223 sepercicn, o likemiodn de fémens presupuesios. oo o
debemuos. en gmn nedide a b gscuela policit). A su wer crecmos
que vig descrcuchri mucstra 1n prevalente aciind del tegematico 5~
pociahisia del gue lwblsbe Dicedonngé: séka i) final del periadn gk
COnSIkEmos oF cukky sirgen 1A% risones yatanias QUE B35 ofEcen
lil sesizetidizacian de [ kcomia de modelss, la escucla Bouwrbaki 0
la cacueh poncamencana on dcovn de cRIGEMRAS. A ComLenms de L
aans 1431 sambun al poros pardiginas fandsoeniales n la conciemcis
del hacey mdcmanig. Las peripecus que hoinos roc iy, almededipe
del preblema del coninue y de los problomas de delinibilsdad, pu=den
eIz porne cristlisienes de s mpiuma episiemokizica macho s
Erafunda

. L.a sistematizacion, por Addisan, de las analopgias enl e Ins
jerariuias dé Lusin ¥ de BleenesMiostow ki | 1955]

Addiren, glummt de Kleene cn Wascansin, scalza Iz serie defindiiva
de |05 IRbaps [Addisom 1954, 1985, 1950, 4503 que dermesl=n
gue las eramuias clisces del snliss pucden Mriename como ela-
vizacewncs de 133 joramguias recursivas, 05 B¢ qwlar gue | Addisen
WS, 193%) son pulicidos en los Fudamente Afathesaticas ol cir-
cula so ciem de maners watural £n Polon, Lecnses on [Addisan 1955,
]

74
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Bfoeew sk wbilisa una anologis cem 1 poanglie proyective sobre 1o Toew
ron] para demsarrollar la jerapquin d= Bleeme sabre el eempunie e Tos n.
merns nalurales, L smpeafeesion en =sa analogla fue luepa desculner.
I3 Se niocsts QU Exisle ego o walogss s sn impereccién vore
In erarquia b Horer on B v Ta perarquia de Kleane en N [ ] Mucheas b=a-
remas pamaleliy, meloyendo Wommas de sepuoacion, acorca de s jer-
quins d= Amel v de Klerne en N s dosucston con pruchas
eacnsinlmente abmucas Camibimde SEmnaticamen & 1IN poens simba-
%, mstas provhas se aplcan 1amipén 2l prengue de Kleme en M

Dade un compunte © o M* s poeden comsidensr porurguias de pr-
dicadas e son actmélcos o analinens (en el sonlide de ly GoEa
de 13 recursidan) en an mimens Fiigtd 4¢ Bnciones de . Addizon nyesne
que 1a NM-peranqnls analitica corrspondts 2 la jerarguia finita & Borel
v gue la N"-jerirguia analitcs comesponde 3 |3 jerAmuie proy ectiva
Dr manerd precesa, Addison mosird i La leoda clisics desdripd
de conjumes podia obienerse por elAlvizscidn 3 parlis de 13 perangilag
& Eleone, nsando fas cipuientss waducoones (of [Odilmedds 1289, p.

393
lumcion MCursng Funcidn <oninua
conunle Fe conqumg sbicria
conunla hiperaritmetico canjunn de Borel
comjunte L | comjurile analitice
compuntg Analitico ConunlLe provecin g

Lass tépaninns del lado izquierdo son las vernones cleerivas de las del
Tato derechn. Addison meaetmd g 135 versiones efeclivas 220 mas fuer-
ios v qui implican a las coroespondicnics versmnc: clésioas,

T. Lirs apirvtes poatcrieres e ke dcorla descripliva ¥ efectiva de
conjunid para esclarecer e probiema ded continiy

Dopds del prematum wwgnle de Hilberi (1925]. ¢l pimer axioma
quE 5¢ constnwd parm decidin el problema del conlim fus el axoin
e pongtrwedbdldad do Godel. En vna msefa aceocy de 13 pucha de
Gitdel sobre la consistens 3 & ta bipbbesis del cootimed, Bemay< [1940.
15| anoba: El mmmacicno de Godol poede considerarse com
unad mgner de modiicar ol proveco de Hilben paea probar 13 hapoteses
thel pontinwe, al vahvedo piscticaba, ¥ a su vox, generalizable 4 L
patenoias maverss ' Godel. en una cana a van Heipenoor [of [van
Hepenoomn 1967, 362[y, pecisa mojor algaws difcrencias

T6k [1HM)
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Cisle una analogia remnotyenim o] Leme 11 de Halhert v mi terema 15,3
{Gadel 1940, BH | para vz = & Exisle sin dinberge uny gram difereneiz HL
bert cotidera silo definisionres caltelamenie cansiac (vad ¢ ikacun=
transiinirae de 2 operacinmes defmude st lasia los artingdes consrie.
tivos, muicotas ue 4o 2lmile, no sole ¢ woefvadores en tas definicse
Mecss, WO tacn b k= ianes de 1aa opersciine: delinidns hosla <k
ordinol, no nbparts de qué morers have sice detmade Bl 1émming oo
junke conbudlle’, e mi praeha, sdlo G s Gewks en um senoido auy
dehil, aslo e el s=nlde de 'mlatvaitimie a Jos nimmenos ordmaliz, dane
do 4508 b esfin supeins 3 condiciones de consioctvidad, Fue exaco
metite 4l murar B sihacién deads car albumenbs Gskini, o
pupt e vty que, emomi enfoque. e Eficulindes podicrsn 58 e ula
¥ Uned prishe de comscdencen fmilens ¥ nelahva pude chieness

L4 isidencia, £o 1 cita anterior, de que se imaia de v pratha miativa
CE Muy mponants Bl mismg CGddel mmca creyd en |a plaosbilidad
4 Sv axoma de construciibilidad, en ol clanvidente |Goge] 1947) s
ingisee eih la basqueds de nuevos moomes que decidan de la foiredad
de g hipess del comimin Une de bos argumenios extrimscss que
l3s invesngadorss o0 tooria de confuneos consideran cong desismos
péra descinar L naturalidad del axioma d¢ construcobilidad, o svormn
lag poci dpradables consecuereias del axaomae sobe ol companamisme
de la peramuia proyeciiva. En eleckr. Addison [1959] demostrts gae,
bijo el axhoma de constrocbhilidad, wes propicdades fundamenties de
ta jerarquia (redoccitn, wniformizsacion, sepaacion (of [Matin 1977,
A1 1o w disitboyen alicmadamens & lo Broo de les poeekss de
la jeranguia. 51 los criterioe de simelty y dualidad en la jeramua pro-
yeqivd son descables, ¥ son Signo de adecuads nanmratidad para los
axiontas que Musrcen esa simelna (&8 chenos son los goe gikan mu-
chas de ks imvesligaciones en korfa de cotjumos), eotonces el gxsima
de conginicliblhdal op parce 'cierng”

La linga de dlague mas promeicdors paes deadir de a falsedad de
la hipétesis det conlinpo ecid asocipdn con el avisma de deferminmricn
{cf [Wladdy 1988, T36ss]p. Este e5 yn axsoma que codifics wa po-
picdad de repnelaridad para conjunigs de nomeros reales (ke (nipca,
com CoMsecuencias, por cjemplt, pard iodes los subconjundps de e
ales, 13 medsbubidad Lebesgue ¥ I propiedad de Baire); e contradics
torie gol ¢l asioma de cleccitn Pam huchss, ol axioma de
determinacidn g5 demasiado fesre, en vez de delemunar fodes kos sube
conjuntes de B, s consideran mis naturales hipiesis de determinac iin
pam clases mis resfngidas de subconjundng Bento de la teoria de
conjumos usual {£F + axivma de elecoido), Gale y Sweawan [1953) de-

islraron Ia deierminackin de la class de los ahierog ; E;E.“d'm'
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iemente para la commoiidad malcmatica de ese entooees - Main [1573
demostrd 13 determinacitn o v clase de 1os comunices de Borel 3¢
demostrd pasierioemente que L3 determinacion de clases mds amplios
& {omjumos s2 encusilks mas glla del poder de (ZF)

La hisquads de un submodels natural de la tedris & cogunios,
qu conduvicra a boi paneios sales ¥ oon el cual el axiems deode-
[eminacetn relalyizado esluvicra corca de valer, ha levado 3 los in-
wosgigadores B tmbyar con el modeln L|R). El awwema de
rusi-proactiva dotereimmcion (QPD) pide que Ja Clase & tedos los
gubromjundos males oo £|R) csté determinada. Una de L mayoney cvi-
dencias corissecas de fa Flawsibilidad de {0F0) la sargan sus bon-
dadosac” consecuencias en ba jeramuis provedtred 52 ha demostrade
guc (QPD) no puede decidir ¢l problkoma del conlinue, 5in embarge,
una gran proliferserin de cardinales en LJR). bago b hipdlesis {QPD,
hace pensar que 1a fapdaesis del comtinue pueda st falsada por akgin
mdoma simular (para mucha informacien adsciongl spbre £sie Eema
vianse Maddy |1958), Madio [1977] ¥ Fomman [1928]). A pesar de
Ia enome caidad de resullzdos v torbis parciales 8 que ha dado
logar co los cien afies que van desdes so plateamients. by complepdad
del problema del toonnwe sigue siendo pipdmescd Tomo comenda
Martin [1976, 90]:

Aquellon quee argumeenian e £) CoBEp de canjunla e o o A
tetnente clam para fper ed valor de vordad de Lo huphiesis del conusue, 3
encletursn o ana poseidn difiod de rebacic oo ol memeno presente:
e B0 SRCONEETYGS C oAl @%ima que decide (100], su pedicxin
o afivath con mis Fura, ¢ nustrs afimecikn &= que el enixdo de
JHC ) e clare sonard mis y Tois vicis,
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