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variacional de Euler ¥ Lagrange

Craip 5. Frater

RESLUMERM

Lid problenis clisicod popénmélics plaoarts prominenlemenls a
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El algumones de Lugrange de hes 17601 peaulic en uoa restganizacica fun.
darietrlal dal cddeolo de varmediones. A pévargue s Gewria Tue =n general
EEIHAL ¥ Mg ala ehlensacenle. my priveyd una eaplexiin camypkala.
nuente salad selorie B ks probibeioas | soperimétricas. Exfe ansayw exami.
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retante du Sdma una tecrfa malemdinea lucha con elenenios intemoe 16c-
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ABSTRACY
The clasawal semprunsineal prublens figured pooinenily in the eady
caphbeeniby-certury reaearche & of s | and Jobing Bomeulh, They played
Am imeportand ke an b hiziorseal evolilxn of Bulec's wananenal caleulus
in ke IT50h ared L7406 amd wers smalyoed 1o U eighth chapler of his
Manhnd e Tewerie g L) O pevas 1744,
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ared widely sdopted, it ded nat provale a fully ssufactor: explanalsnn af
wopErimeircal problemms. The paper =xamines his wrilings on chic swbjecl
from 1753 b 1R with altennaon o Lonke npeeary »;nn.n::pl:ir_-.n;,' nfamlg,-;is
ol mathemalical dedwolzan. His researches pm'.rid-e ar hial'orh:_-:.'ll:,'
interecling cuse sttty o how o mothetmatical theory sirigg ks wah mkernal
Lec hwically i nfraccabie < lemmnis.
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Los hestoriodores hun descumeniivke el desumollo principal del caleobo
vanacional ¢n £l sigho XL Mo obsbnde gue lenemics ond ided genenl
de =ste Iema, en I Yilerotura no £xisie um relalo hesldmos colerenke de
Lo invesligaciones mds cspec inlizmbs, lkevadas o cobo duranke €] perio-
do zcbre problemas de extremalizac idn bojo mesirccidn ! Concentrindo-
oos en £l irebape de Leonhard Eoler ¢ Joseph Louis Logrmnge entre les
ofboa 1T3E v 1806, el presenie cstodio imbenla idenblicar ¥ delinear Son-
Juntomente boa diferentes cabos suslios amdedor de sl hisioria,

Ademis de la impaatancia histdrice parw & inicio del wdloube vira-
ciondl, las mvestigacionss duscuddas dumine nds gensral menwe el
catvbio de leorio en tuemditeas, Proporcioogn un epiplo de oo s
Py wriich BecwTss Masamancd, cthmoe Chmibed sy Sedcer eo el curso de s
desarollo v comd 42 incorpora ¥ adapea o neevis idens Tndecan a s
vez el grodo de sobsicacitn tedeicd logradn denrg del meilsiz alrede.
dor dal afio 1300 v sefak by crecients inlemal ogcsin gue cusclenz-
riz o st &ren en ol 2iglo ¥ix.

At e T i St O

El prodsleem brissea ded cllcole de virgdiones 22 encomdpir [y fuscicn p =
yixhde enpre pna clase de TUNCiones o maximice O mininice 3 ong infa.
gral definida dacy, de b forma

L firpysr by =anidy), {1

Chuizd el ejempbo mas simple de ecte prebbema 2o el encantrar la ourea
s ot s quee wne dos panbes oneel ploen {una linka rectap, Una condicicn
nctsania qoe debs satisfaoer b funcidn de exiremalizacion o5 12 =oua-
¢l gt de Euler o de Eulec-Lagange,

ity - didx fafTan' ) = 0, (2

oiMzniga primerg por Euler en uns memorsy pubdscadn en (e Comeny-
ris de b Academin de Ciencias de Son Petershurgo en 1741,

El proddena hdgico pusde sar meddificado de manersy que L class de
funciones de exiremalizaciin poencobes v beka sihslagan wh conde-
b e La frmea

[E—————m— e,



Profletlat Lo rimFioicor 13
e ————

f: Fla,y. v Ay = consiante. {3]

Con cEln 2 oblignal ks Lamedos prohlemgs isopenmétricos que fige-
ran priwranesblensenls en los iniciog del cculo de vaniaciones.? El gjem.
Mo cligko ex hallar b coren & perimetu dedo oo aceta el dres
e ima (un circobo). La solucidn & gsios problemas involucen g
aplicaciin ge Lo “Regla de Buber™, prégeiumla por primen ver en yngy
memridiz g Jan Petersburgo en 1738 Bz regh alirma gue b exiremas-
Lizacwtm de {1} relariva & (3} conduce a Ls misma scuacion que el proble-
ma de extremalizar by infegral

L0 e b, (4

donde A o2 una congdanie (algmnas veces lamada “'muiiplicads™ o
“rocliciente indermminads’ "} y donde no existe akora condicidn ad-
cional.

El probloms hisico puede ser modificnsds de gims mansr si se congi-
dera una inte geal wnacionol de I fomi

L7 ey i d (4

tlewnckt I wiriable 2 cn 2l infegrardy o5 exprosada 5 s veg ) ierines
de wma inlegral

7=k gy b 1]
UInir patele desear suponer mas genealments gue § conlne iz
I = .fu: HJL'!"J'I-:.-I s ':?h

Ln gjempho = cl problema de b braquisudorona cn un medio resistive
nvel cudl £l Gempn de descens ¢ proporcional 1 L0 VI + 7 dr. La
welnchlod v o Eﬂiﬂljm:ﬁliﬁﬁlrc una relacict auailior de b forma
vdvide) = 2— R (e W1+ 37 donde g esJa aceberaricin dibida a B grave-
& ¥ 7 esalguna fyncedn g v que mide L resistencia, B vansbls v to-
ma tl lugar de =z en (7)), En &l contexin modemo a5t 5po de cjemplo
represenia nn caen de 1y eorls asociadn con &l *proddema 32 Lagrange'”,
quet =5 e naturalezs mpy geneyl. Euler bo oongidens por prinvers véz on
Su riemamriu del sl 1741, pend Ly solucidn que nhiuve o fige cormecua, E]
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andlisis correcko 1o publicd on su Melodus frvenicadi Carvets Lirdas de
1744, donde d¢ hechg, ¢1 problema consiguid cierd peoiunencia. Bl mos-
s, pot cjemplo, qué Taexremalizackin de 3] con 7 doda por (B eondwece
a la ec uociim

dpichy " OBz ax — dials (agiy " ddr dx) + B3y
— didy (i =10 ()

Esbo Gitimo pueds gor vistn come un gjemplo d ealremalizacion de
la integral L5 z,r. ' =y | sujetn & la condicion diferencial glo vy 1 -2
a . Belo puede gor considerado come un gjen by de ung regla més ge-
el de mulliplicadores. Lagrange en 50 Lecors sur g calew! des fane-
tioer ¢ 180¢% fuc =l pimcro oo viseadex 1o lonria eno csin forma.
Empezd con una formulacitn del protlens original sin condiciones que
resylta cuando mis de uno varable Jepeasdients o incroducida en el in-
egrivdn © De cste modo, of problema de earemlzaciin

I fix vy, ') ds. %)
cobdyce 2 lag doz couaciones de Euler

ey - ity | = b Oy — i A 2T =10 (]}
Suptngase alor que saiste iy < oeduacin diferencial de Ly fema
Afx ey .zr) =1L [
La exlrtmilizacads d2 (%) syjeta a (L1) conduce a Tae mismis soul-
ciomnes quet el problém de exbremalizar,

LY + ) e (12}

domide A = Adicd eg gng fenckdn &0 x (un ' moltiplicados de Lagronge™") ¥
dende e S Lienee condicicn adiciongl. Eo ol ejemplo de Euler ya men-
cionadoe bfx, ¥y 22 1w gfr .y | —27 (Lmaio espindar) ¥ s of uaciones
¢ 11 5= transforman £n

dfichy — hdgidy — dide (dTdy' — A defay e I
affaz & didx (A =), (13}

laz cunles pore Afbp s 0 s reclocen &l &Cudeidn (8],

— ]
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Problemus sgperimétrions (17381766

Aumue Tos ecuaciones [2) no apanziaron s hasta 1714, 1a tase de 1o
eomicn de Euber Tue presantida en una migmari publicada oes ofkes an-
1z, El enfogoe St basado eo ls med ¢ perlurhar la cocva om wni 5o-
12 vrilenvdi. cvalyondo ol cambio resultinde én la iMegral variacionl &
ipumbumb Iy Eaprescn obtenida o cere. Conspdesnd un arco de com-
porcion chenido de [ corva de exuremalizockin PoopeeSia incremen-
tanto la vrdenads ¥ por 1o pequeta contidad of, Euler mosnd que B
dilferoncia entre la inlegral {13 a lo rgo 4 los corvas dadas v Los de
Compecion &5 ung capressin de 1a fomma Syl Tado quc se supone
gue I curva doda ex In que eatremaliza {1}, encnns que Prafl - 0o
sunplamente £ = O, €5 50 suuaide,

Sypongamos shora gque espde winl condscicn adicionod de T fomma
{3]. Sea frbpic 13 varicion de la oiegral on {33 coander s ordenads »
= increments por 83, Ya yue ¢| arpn de comparncitn dhom debe sos-
facer {31, ¥a w0 es posible abengele de una curva duda vammdo ung 50G-
12 pedenadu. Fars anatizor el prodiema de extremalizor {1 sapetia v {5,
Euler [1738-B1E] supuso entowees qui dos ardensdas “consecutinis™”
son variadas por Las cantidades &) y oy El problema vaniscwnal e
en ¢3e casir 3 fos relaciones

Frhpi + (P4 dP)licy =0
Erbfy + (R + aRjreyl = 1. §1d}

Eliminanda &f ¥ oy de (14} Evler abluwi la ecpacidn diferencial
FuP = FudR, {15

cuya micgrl £5 F + aX = {), donde g o5 wna conslante. Esta es precisl-
menie L “regla de Eolee'”,

Prsteriormenic on Lo manosia de 1738 (53232}, Buler considend
casn cn ok cuol g2 denen dos comdicrones dusiliares en forma de integral

fa ik, s = (constame];
[ #ixyy' ki = (constams);. KR

Sean Frofkde, p00 ¢ msE) los variociones on 4 fan b g y
L2 hits, respmctivaments, < uando v es incrementida por B, Para oblencr

e —
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un o de comparacicn que sinsfaga 35 Eoler hyzo Yariar ires opde-
nadis “eonsecudvag't por las pequenas canticades B, — oy v o5 Su
Peecedimicnlo variiciunal conduee on pats casn 4

F—ﬁﬂ--—{."+ﬂ'."’_.l(1'+|'.l“'i3d.l“‘ +a44P) d8 = (),
P8 - (p + dp) iy 4 (p + 2dp + i) off =, iy
LIF-I R PR TRy + izl df= e

Eliminande b8 cantidabes A e ¥ o . Eular obruvp 1a cowpsicn dife.
remecil

PATUF — el P+ iPddp - Pdwddp +
+ Pl — peif et = {f {7

Euler concluyé: “"Ex guer iniegratg reprtiier &+ mip 4 o= 0, i e
N ET R GQRIRITNCS QAR HAGue o oRTtantes Wesi paanp”

AUNYUE &+ myr + A = 1} sakisface (17 Enler n Mkl malmenie
que i integmewin de (17) conduce o Ll rolacicn, En care coniesio su
andlisis €5 escncialmente incomphaso: una §uacidn Que 5L e conitrgg-
1S bon el cizo adenion de wna sola condicidn aoxiliar, donde £ + i =)
Jurz 5E igat inmediMamente de KdP _ Paf = ¢ par Ly reglz del cocien.
iz, En zu gsiudin sybsecuone Jde problemas isoperimémices on (741 ¥
1744 Euler nunca mejord of andlizis Presencudy; asi en su princapal 1m-
tado de 1744 simphesnente hizo nowy que F o+ mp + nE = 0 gislace
{17} Noo obstunie que ol reguisitn de demnseraidn pargceny hiber cs-
Lk disponible por s PrinGipios contemposimeas dol ciloutn, 4] o fus
£apaz o, wobnblerenie, tuvi aversidn a &r bos detalles neCeRwng,”

Los escritus vasiscionales poseeriores dp Euvler, conlienen svinco:
wdliticoe exiremadainenie nprtantes, En g problemg dada sary ne.
cesario Laliular las expregiones F, o ¥ I ORIEOreS [on obddner Lag
ecwkciones dercnciales variacionakes, Pam sers Propdsie, Buler, en [y
memona de 1T3IE, prepard ablas diwebo esog CAHCSLINES Py vk
iegrandes, Sus esfuerzos constituveron un PO SmprLante piem una
siniesis de Fa veoria, o cusl fue bograde en o articuka d& 17417 Doda
ey expresicn Z que dependa e x, v ¥p = dwidy, congidens 11 pluciin

* B smboie ' gt en o e Unejememde sidmrioond ¥ o eali relacinnta am Ty di-
feremcial coryriedties o come B

%___-
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Knlag Lns ogrvas para s copdes A e wn vl oo especilec, @nionges (A
+ 8 £ un mekimio o wn minanc 3 b large de 33 corea congrdernda, sin
aplicarse ahory restriccsin dgwng @ Lo clase de oyreps de compausacadn.
El camir ber cis=atinnable de =gbe roecanamienbn e oy benle,

El cilcwln varizciomal inicial de Lagrangs bospdo on sy famoss algos
ttmo & fue presentado a Euler en wna carta de 1758 y de maner mis
coampleta en dos memocias publicodas an Miccefonen de s Sociedad de
Turdn en 1762 ¥y 1773, Una de Las camclerislicos porlic ulares més sor-
premdedes de estos estolus ey la oussncic de todn mencidn de 1os pro-
blemas sopenmetricwss. El siknci de Lugrunge indica gue £n esls
£lips Sslaba indeTesido principalmenie eo lu presentar i = su alpont-
a0 & Como un nettodo matemdeo sigrificaliye. en lugar del desamallo
siendiiico del lemu sobm o nueve base peopeests. Aungue bos proable-
akas con condicivnes ausilian:s en frma de inlegral, no planteaban on
TELG PTGEOr O sy hesorin, lampocy Fueron sjemphos clisices paricularcs
P rdomaarla.

Lin posdergass st dgoniimico ¥ wigebraica guid o Lagrangs en Lo
coimpeengicn del Ghloylo e vieldchees, Pam reprodueir |a obtencidn de
Euber de la regla del moltighicidor 52 hubiem requerido xpresar | Zdy
KT yng sumg e i formg .+ e+ Fefr 4+ Sk + L. Clee sl cun-
ccpeitn era matem|icamente fonssang con K doperin del méodo &,
cs evidente en el ibaio sehsecoenle de Euler v otnos investipudomes de
la época’® A pesa di que 4shs iwlames aceptagan ls inmovaricn de La-
grange ¥ o8 henhg enfdisuon &1 Gnickr analftca dek nuevo ciloulo,
ecrdinpiean congiderande 4 B ointegrl coma una suma. Para elies bos
ProCedarmienios de Iy iecmin ng fweron —a deferencia de Lagran on-
iendidos excluzivanenle en Eminos 3e reBiciones algontmicoa.

En su memaniyde 1700, Efcowale Catculi Varimiivaae, donde miliz
por primera ve2 el al gorreeo &, Euler presentd wl (inaluna breve discusicn
de |ng prohlemis isopericn @i s, Conmdend ol problem de encontrar en-
wre boudas Las relaciones de oy v ke que dhor hice eferencia o rels-
CIOME Y e 3 curvas) T que lasce yue Kyinkeprnd [ L@ se0 un mdtime o
w i, sujeia s |3 condicrn auxiliar ;' Velx = constanie. A movds det
proceso § estabbend Lis siguienies dos aconciones

VR + (VB 4 (VB 4 VB =
{AMy + (A wrA) B AXTER L =1 EY
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thmde

(V] = dheidy — vy M, rAL = oD0ay — o (eLey gy =

0 A P L P 7 T B o T R 7. |

st Bus wilowes de (V) y (A) especlivamenid en L ovdenadas ¥, ¥,
¥ . Edber reoonocid que si (A) = Ay, donde 7 28 un cnnstonke, en-
onices las couaciones {18} son aquivakinies ¥ que eata squivalsncio o3
abiensdn en ¢l problema vuniackmad de exwensilizar [ 1 - m¥}ax sin
condicicanss,

Escrivomes del saghn X0 citamn orgumesac sinilves a £5ic para ha-
cer plausitle [ “'regla de Euler.Y Considénse. lo walicn [f] ara de-
wolar Koy - Sidrdy ke Considéress el protiend isoperinicinico wual
ok ealremalizar

L*,r’rx.y.:r’ﬁf.!;
supeta L L condicidn auxiliar
[ grx e o = wanstaneg.

Pog wredie de Jo cegla Sapda) = M8 L, uri wiegeaeicn per portes ¢
b sposgicn de que bos extremos ne cambie, 32 dbaene

4" i57 By = 0, " 2 Eopede = ¢

Si0f] = A fg] (h uma conslanie). ontorces e3As CLCKINGS AN Squiva-
lenies ¥ £a1a cquivalencin puede ser obienids eo o prablema de exie-
rralizar L of - wpdx sin condiciones,”

Tal sy guniznbd no aparcoe e lus memonis de Lagrnge ¥ cienamen-
Iz parece qué no £5iy vicra de acuerdo con el curdcier fomedista y el cn-
fogue concenrddo de sp iorfa. Tal vez vole 3 pena enfizar b
alemsidn migginal gue recibicron 1o problemas isoperniméurcos en los
eseries de Buler en Jos que emples al algoritmo 6, En B memeona anie-
riowmients peeicionwls &l 1ma cs celegado o pocls seccines Binales.
Sl se mencaond de mandra begve onosus escrilos yaracsikles subac-

= vw———wrees e e
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CUCATES ¥ 10 AMUITCE £ &b IR mids extensn Do Cedepin Variahe-
i g 17T,

Drader el lugur prominenig goe ocuparan 106 prabkemss fsperimein-
oS efs Kes escriion de Jakoh v Johan Beroulli, 2 crecsine imponancia
rubaHingda hacia e medio sigls de exisencia de 13 teoris os noiable.
La ceonci] maematica de la invegtigicwin de los Bemaoulli estusg cen-
reda en A anllizis demllodo e peoblomas individuales. Mo obsiante
yue bos eemplos especificos continyaron mrupande un lugas iporionic
en el cilcuky variacional de Euler, iamibidn s ve en s mabajo ki emer-
gemcis de ung egiructura tedrica del temia, Se hubia inkciagn up cambio
alejindnga de problemos como esns haew un estudio de L keoria gene-
rade por ellos. L3y etorientacidn dal bema gue cowmid oo el cstable-
cirniendo del chleuly § de Lagrange wdorzo cl énfasiz prevabecients
sobre |3 generalicad analibics. En ase ngvaf de desarrolln 1a cuestidn de
it condiciones aukiliares en forma de inegral ne fue ona de 1as de ma-
yor interts o cormphegidid moemdiica.

El “ probtema de Lagrange' (1141-1773)

En su rremonin de 174] Euler atacé el probleri de extrenalizar jnwe.
grales 8¢ lu forma J,° flxp ' 2)dx, {5) donde ¢ = |7 proyy iy oob P Bl
proflara es taladn de i) maner mds comphe ¥ con mayor geneeali-
dad en su Medhodus fnvenjendi, o] capiloln oos £513 dedicado =n sy @lg-
lidad a egte temn.’ De Io miks nitable es que Byler bl una solucidn
complzls on Wmmings do ecuaciones diferencinles pars dos protbomas
que degenben ol movimiento de un coerpo 0 un medio =esisiyn, Bn sl
PrMmEEn ¢ requicre entoniar b curva gue yoe dos punios en un plng
werticdl 3 1o largo del cuil un coerpo pesado deledy estar confinado
moverie pura olcanzar I velocidsl eominal mAximd En el segundn, &
ot de L baquisidcina, se requicre enconorar [ cmrva o g lxgo
de la cual el cuerpo descemders en el menor Iempo posihle. Con el ta-
tidka gz Euler el *' problemia ik Lagrange®™ 8¢ convirticeen wag pane cen-
el de lu matemdMica vanacional, ocupando de hecho o fugar
considerablements meks Imporante que s problemas isoperimémcos
hizoricamenbe venarahies,

L bewria de Euler estoba haeads en Ly pied de perturtar [ curva F=
Hx)en wna sola ordenads evalusndo 2| cambio meultane & K integeal
vimcional & iguelindo 2 cers la gxpesidn obtenidy Cuando el inic-
grandn ern de La fowma v y") el cambio completo podia ser colculadn

e o —— T
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localrmene en b wecindad 0 L ondenedi ideerta doc, Cwndo el ime-
arando era de L forma iy 2 eon 2= L e lda, 3¢ hieo negesp-
rip corsmberar ¢l combio on la injegral warisoomal scbae el rngo
compbekn 0 valores desde x hasin £,

Ll progedimicned g Enler Tie mgy complep: nodacionadmenle » dili-
cil de calculpr, cspeciabnenie cwnddo fue aplicadn 3 1os ¢jompos con
derivadas de drdenes superiores v '™ en o] imegrando, E1 algo-
ritmix & de Lagrange efleciud, de mance bnedaimy v deumadicn, uns
sitnplificacicn de Ly jeoni, Botkhn cn wha éeniea en la ¢wal igdas bps
ortdenadas Twernn varadus simulcinesmente, sc wiling L intcgracico
oo panies pary lepar o wn pooeesn vafacinnal glohal que fue panicula-
menke xkowads para neaecjar by £jemplis del capliiuhy e del Merko-
i fravetigrdr.”

Es impsarpnle nodar gque oi Exler me Lagrange raron ¢l ' problemg
de Taprange'" <o am de cxtre malizacicn bogph resriceaones, Ta ne-
va variahle = en el inceprabn (e enmidersly conn gna o idan de
¥,y el proocse vaniacicanal D cxoenclicky puus codeulgr By wiriacidn
wlicional introducida por = en 3 indegral. En o cjemplos mads genceakes
qus estoy aublres comsiderarom, s oecwions: diferenciales fusron
ssempre. vbienidas por el cilcale direcilo de s variaciones requenidas.

Buler usd el pljetive ~'ubsolute’” para prablemas oo Jos cwoks mo
exisfan vondiciones isopeamedncas, ¥ “relalive™ para sqeéllos on los
cudles dak condicidn estuba presenle. Lus inkcgrales varacionales donde
aparasen ¢ sprisiones de [ Forma 63 0 {7} on ol intsgrandas siempre fue-
ron copsierdus por £ come sjemplos de un problema ahsolute.

En mingone de sus escritos. obtuve Eoler §a ceplo isoperiméirica de
su momonid e 1728, & poniir de Lo beorln aecciada al ' pechlems de La-
gmng-:".” Mo ohstante que on lo oorly mesdorma cs cloen g B quc
DPErSCs €N Ul o idn como Ja () es wn mulliplecadne, 2L oo pado ha-
ber tonidho conocimicnlo de esic hecho'? Para Que a5k Noymeera, s hoe
brin repeeride ol mes un poco del desareolle generol de 1o beocla
voriocienn] parn el caso de dos vaishles depondicnigs v sus decivudas
£n el integrundn de la indegeal variscional, Eoler peconocil ¢n €] s eafes
dus faverniendd que el cenlno anadfico A o ook erd iwkependicine de
Cuabquicr inlerpredacicn gecmadireca nanicula. Bl comenmdo de este 15
tado esluve, sin cmbargn, molivado somplelanesic po cgmplos peo
métnicns ¥ aplicaciones, ¥ ninguann dg E50s suginid kB iniroduecioe de
woriabdes miltiples dependicrnes,
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Lo siwoacadn es mends clurma én los estmivos de Euler posieriores a
ITT5, en los cudles se dslorz conscigntements: por formular 13 180k
independicniemente de lo geometnia, En su estwdio De Cadcale Verio-
fienun, publicade en 1770 como wn apfndus del lercer volumen de s
Mmationum Calculi Integratis, consilerd inlegrales variwionules de L
formia (90 ¥ ccusciones denvadas como (100, Mo obstunte Buler nunca
congidend ejeniplos & ks cudles la segundy vomabde depenadiene - ao0é
dada par ong pelacdn de la Fosmg {63, (71 o {11}, En ver de esdo, inves.
tigd imse peales comin [F oy 2 v a0 lag cunbes 1o nbeva vasiable
v ogid doda por v = L7 gieg. ' e ke Las ecusciones vargeionales ne-
aliantes fperon obtenidas de wna manera adloga a Ly primecs oiien-
cidin de (K]

Aunque Euler fug el creador del cdbeulo de varipowmes, s Concep-
talizacetn de ésie Myg esancoylments lirmalada, Su senlido de singets v
sy imfencicn de generabidid Fueron coadimgudos 2n g parte al edudio
de Tag formnas genernles que Apuwecen en L ollemicn de Bs ecoieimmes
diferznciates Jo problemas individundes, Bl ipo ¢ comsuderamoes que
habrian motivad un tralamegndo pnlicady de os myluphicadores ragu-
rid, al mismo tiempa, de idens neevas agl comn de mayor sentida gel
desamolle kedrico del que &) posel.

Sinbesis ew ks “Lrgonr sur b2 caleu! der forctions’ de Lagrange
[ 1804)

Lo primerns escmitos variacionades de Lagrangs caongistenon de exposi.
cirnes coneentrodas que intenaban ezclarecer el poder de sw algorinmg
& y las posibilidades de 1o concepiualizacicn fprmal y abeiencen ded o4l
culp variacional. BEn sus des dliimos cslodias, Theorg des forpeiipn:
anayigaes (17970 v Lepans sur fe padere des fompeipag (LROE, 1a, ed )
inicid una fstemitica fomulacicn digregivo del cilowby diferencial & s
tegral ¥ del cdlkeuln variacional. Bsbes escrilos 52 caracierizaron por 13
notacién dislintiva que adophé, s comn poc L maners en diee los poin-
nea formades Fueron ideniilicades ¥ empleados en el degwrollo deducti-
wo de 1 materia. El principi e guiaha complalanenie 5103 s5iudws
fue el evicw ing infinitezimales, Jefiniendo 108 process an Mg de
procedimientos algetraicosg i Igoeimns,

La Th#arfe (1790, 200 T3 Contane wrl beave indscicsdn 4 hos re-
sutlisdes kel Caloulo warlaciongd, que Fue mon desarmolixdos de una mantrs
exhashiva en las Legoas 21 72 (1506, 401-501 | ol por Lagrimps
—_—
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COMMrun iRt comyrel di catoul der vartagions”, La kooadn 21 ioncluye
uno diszusion sobnt la inteprabiidad de las Tesciones, Ly abeencibn g las
oC waCiones vimacionakes bisss v um bosguera de Ir lizwona delizms. En
1a leceidin 27, Lagrange present su mEiod o Je waracionas *dflie o |2
cousidération des Forctfons' ' Su delinicion 3¢ 3 sarkacion ¥ |3 morcsin
que emiphea se desoriben en [Frosar 19E5 . En tSrminees ¢ s coavensioe
nes notac ionales del presenie ensaya, 51 forma de planter s protdamas
oo condic iones aukiliares o CoOmo Jgas.

Lagrange primerno considend el caso en el cudl exsi muis de uvng va.
riahle dependients & en el integrardo de L nlegral viewaciangl, oome en
(9}, Por medio de su proseso vamacondl cuve B relacidn

B w (i, By + [y B = aidurdtdy ) + dieerafi” B2l {1

domde [T, ¥ [T denotan 0dy — 303y pids v Higz - JYgiias e, En
el probema sarscional K oanmwgeal o prntivy’ " de W enime & y B oo
SUPORe qQue e cero, De este hecho obluvwo 1as siguientas ecyciones

i Bz =l ()
gy Byl - e Seln =i, () {20

5i Sc sopond que i exisle ninguid relackd e oy oy, () 2 rady-
e A

m_] ='|:}. m:=ﬂ {Iﬂ]

Ahora, oomaiddrese 2] caso cunedo o ¥ ¥ estdn mlocionodas por una ex-
presicn de 1o forma Frry 2l = 6, Laprange hizo BF = (dFideids +
(AFid: Bz = & v ulilizG eana coyacicn parn climinas §y y &2 de (HIa}

i1 (DFed) = [ (OF S, (21}

Dl proceso snterior se Gene qus {21} ¥ F = 0 son las ecwaciones ded
problema vanacipnal.

Ei ademiia &= supons que In relacidn auxiliar F iombidn invdcma s
ceivadar de w ¥ £ L0n rEgpecto 8 X0 Ficy 2y 2 )= en principic seria
posible segur £ mismo procedimiento mostde en B derivacidn o
(Z1}). Lagrange mupind que podria ser mis simple obbizor el mdiods da
Iod molliplicadores, mtodockos por 2] e0 s0 M{chawigue Anmiigque
|
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(1783, 44-5H] pary investigar el equilibrio csidtco de los cucmpos. Su
procedimicnto pucde sor ilusiesdo pog el ciso del wguilibeio de wno sola
porticula {con codenadis copaciakes x, r ¥ 2) sobee 13 owal aciis una
fuerzn exicma (con componenles: X, Yy £ Ligrange considerd como
condicitn de equilibrio k1 rekcidn X8x + Yo » Z8r » @, donds 8, dp v
& son desplazamicnios vinluales de B pariculs consisienies oon jas res-
ricciones prescntes. Sing hay resmesones o movimicnle entonees Gr,
fir ¥ G2 son independientes v e abicncn g ecupcwnes de squilibno X
= F = 7w @ Suponicndo que 1a partlesls esoi condse icasda & moverse
inicunente én bl soperficie Sy = &, % mg Ja sucidn 6F =
(EFazpdr + (OFdysy + (e = 0, e molupdicy por B constanie &
parsy deputs sumur el resuliado o Xdx + Yiv + 57 = 2 y 5o obleme

X8+ Adidr Gy« YOy + haidwdy + 28 + F37 9z = 0 (I1

La inwrodaseidn del mulliplicador mos pomile supoiser gque ax, Sy y
Gz gnn independientes, Por lanto las cousciones de equil ibo s F ey

X+ haofige =1
¥addFidw=1 (233
Z+hardz=4

EL méodio de lus multiplicadores probarta ser org Lemramienin pade-
mza del andligis vinsional. Poru comprender como kgt Lagnnge a
este métodn e Righificsinvg modar gue 1a oo subyaccone s oniging en
la mecdmica. En el probdeny eadtice ks deminns WA, AioFidel y
AW em (23} tenen uo inierprelsion (sica natueal como fuerzas
de restriceifin. Dade que L resimcodn estd dodn makeadteumends por
und ecuucion de la foomg & = 3, de hecho sera moeomable oo ssdone
una expossion analilicst pig eias fuerzas en Wrmineds de F, De ¢51 ma-
mera ung 2e( [levido 4 wn procedimicnto de salucida distinly ol wsual
que es directe v el coal involeerg B elismimeeadn de las vaiables dese-
s,

En |2 Tafarie 11797, 197 198) Ligringe indid como 2 méiods e
lee ol liplcaddores. podoiy ser wwbo am ¢l cilcodn ordinaro pars esol-
wer problemas de extremalizacicn hajo msrcciones. Su procedimient
e &l que s usa comdnmenic oy dia en &l cilculo mullivariable. EN si-
Buidh un acereamiesio andlogo en Ias Lepor [1906, 462-460] o protde.
mas variseiniales con condiciones aunaliares de la foma Froey’ o:)
e e — . A
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=ik Congdert by variawdn 586y p ' 2.2°), b muldplicd por el multipl-
chcdin &y x) {ahora Tmwida de 23 v expresd el resultado e la forma

A = [AF iy + (0 [oBr »
+ clickefA- Iy By + el s ) {24}

Sumando [,* &ax =0 ¢ L° adkdz = o legdta @5 comciones

jf+ AFI By + I+ W B w0 (o)
(T o+ A OFiy Byl +edpa ¢ Al el w0 qb) 23

Asimigmo sfimd que en virlud de lw nkroduccion del multiplicados
dhora pucde Supnreras qui B y By son idependicndes. For oo Lk
couaciones varigcionles del problema sun Frs oy s b= 0w

I+ AFf, wd
NEX AT (26

Lagrange anok que &l procedinicnm ¢ gensrali sabke ol cuse cuando se
(e mds de ona econcidin de restricgidn presente & itroducis mulupli-
cidores adicionales.

La wela del multplicador preseniady por Ligringe proporcions una
podérisa ¥ versilil hemamicnts del andlisis varisaonal. Lo ilusxd con
rd versiin mis gencral de un regwlsdo que hobia {iguodo prominenic-
etnie o ol Caplindo Tres Jol Merbodus fnveriendi de Euker asl como
n sus primeres ceerils, ™ Dady ana ecoaciin de La forma Fioyy =)
= {J, el problema &3 encontnr la relacksn cole ¥, 2y X qQue minire o
maximiza 8 r, evaluuwhy grice wiores especificos de x. Ef prablema va-
ricional se convieris cnbonces en exiremalizar [* 7' dx sujeda a la condi-
¢vin F = . {El ejemplo clisicn ¢x ol de enconimr o curva que one dos
PUMes & un plano verticat a Io large del cual wed particuln posndy que
& motve 3 laves de un medio resisiivo debe wsiar restringida o segoir
pza alcanzor b velocicd mdsima v 3¢ supone que Do resistencia ¢z
e Funism de Ty welocidard, ciemplor = 1,2 w y 1 relcico s
mlig F=Desz' we— Bizhl + v, donde & 23 la pesbemcide Jubida 4
Ia gravedid y Afz) cs la funcidn de 2 que mide Ja resistencu),’” Siguien
& b regla del multiplicador conmidémse by paegrd variacional |7z +
AF e, Erbonces diz” + AFway = Fiiy, s + APk’ = Jh Fidy'
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A v WFERz = B Fi3r, 2 e AF ) = ) 4 gh Fids' y bas anmicicines
(25} $¢ Eansionman oo

w BF ity - diddi ), 23] = 0
% AF ik — a3, BF ) = 0

La denwicudn anicrior es difennle I miig siraple que 1o que uparecsd
en Iug primerns ceeritos de Logrange. " Y1 que esto GHima rsullo ser
wng revizidn radical y uno simplificicedn dol tralamicnla de Euler o 5w
Mathdis Inveniendi, s vhserv gue entre 1744 w 1836 hubo s goln
chones malemdticas distintas P e21¢ opn de problema.

Posicrionmente = i Cogor 22 Tagranpe | §506, 465-470] peosi guic
ean el elisico problema isopenndaeg de exremalizar L fx oy iz (0
sjetaa [, gl )’ ) = constante (33, Mosted que su métodio de ks mubli-
plicadores conduce o 1o~ 'tegli e Buler”. Tone £ = " eyl (ak y
la considerd coma ung condicidn daiferencial awdiliar de lu formd 2 -
#ie ey ) = & cn la exremalizadadn de (131 De acuerdo con 12 regla 421
multiplicador, 3 integral vanpcnoal en concideracidn o5

L e 2pr o gixps 1. s
Lo v wde ol de ¢ 27 eg

" thapity - A Bty - dedv rlfiay - kAl Dy By #
w |— I (B ke +riAy - o aein vk, + a8 (28}
Las acwbziomas (264 & esba cnan son

2k — W Hgly — didridfidy - Ay =41, —gdwhye (29

Lo seprandis e ecdas ecqaciones implica que & es wnd constane, Ly
condickon isoperiméinica implica que Bxrk) — &gy = 0. Por tinto. {28)
o7 idéntica a |n variacitin totad de L {f — g (), doode & es una cong-
tanie ¥ no 22 cUpans nimggans coad icide aoeiliar. Se ha mosorado que 1w
extremalizaciém de {1} sujel a {3) @8 equivpkenta ol problzma de eae-
malizar (4} sin condiciones. Estd ec pracisineage " regla de Ewler™
para proflemas isoperiméirices. Es ewdenl2 que la regh pucde seroge-
netalizads o problcmas con mids de una condicain ausiliar al imeodue ic
syt plicndares adic ionales.

— T - =]
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Haria el final ds feguns, Lagrange considers varws prohlomas ea
los tuakes 1os punlos finwles de Lo cwrvn de satremalizacidn pueden va-
riar. (Esle tamit ho ot upaclo desde 1773 on Jugar importionde enosu cAlcu-
o womachwmidh  Aungues  sslas  inveslipEiones  no cSlUYiETTH
direclamente reliciomklas con la coestidn de exieemislizar bio fesinic-
cifm, vile la penil hacer nodar gue ¢ otilizd su méfodoe de muliiplcosbo-
res para obdener Loy sewarciones diferenciales para el prohlemo de L
broyuistéemonw en un madia resistieo.

CuecTsiin

La megla del aulopicads inroduje en 2] cilcoks de variacionts wna
OREnEGS s ausentt en Tos primems escrtos &s Lagrungs. Ello
proveyd de wed unificasion miural de dos Lpos de probemas —el prs-
blerma isopennsince ¥ el “probema 38 Lagrangs' ™ —, Tast alkm des-
consciados en [ maendticy vamaiomal, ¥ wmbidn did B base para unia
ool integrida de considerable poder deducive,

Lavigdes de un mubbiplicadey som gk ded trvlsijor de Lagrongs en beci-
nica Jug inveshigaciones winaginakes sulseuentey, ks cuales levd a
gabo 3 o odad de 70 ey, duseano coned ung [uenle exlerng podnia 5
fimular y reorscnar ol deserodlo de s @oeds masendne, st mves-
figaciones  cambadn mgesse g Rasbibdied b cuesiones
eqngermetiles 2 by conziinaeida ey de B oweoria 2 8i mizma, Bl ol
cuby de waraciones habl evoduciomads e sus emitos lastd ¢ punts en
que adquirid calmeeipen @ dencdad propeac, Aborg el Sentdo cons-
derar b orpanizacidn deducliva del cema y explorar [ conespin g
s dilinlag portes.

Posdata: E1 médode de bos multiplecadores
cn o cilcule variackonal pusteriar

Las investigzsiones de Lagrange sobre proddemas de e bremal isscidn bo-
jo reariceiones so roalizaren deade wna perspeciiv de fuisdumenix i
mig amplia que fue dizfinovaments de e ey algebrsico® La rewle
cidn conceptoal imiciadn en el angilis por Coochy en la décats de 1850
P en tela da e s perspechva general asl como muchos & [os -
zonaumjentos especilicns que habda emplkeado, Durnk 21 sigho X0t algu-
R estriiowes smidinuaron entendiends la makemdbel wrdcional &n
prmings de o coneepins v métodos del cikulo Baxmal ¥ de operado-
————————————]
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tes.® El programa de Couchy, sim enbargo, finalmenle = cofsnlids on
£l chlculode variaciones, en ks esenlos de la décados de 180y 1830 de
Kard Weiersirass, Paul Du-Boss Reymond, Adolph Mayet y obroes.

Mayer [1886] fuc £l primien @0 intendar una demosiracion general de
la regla del muliiplicador, dunque hibo algunas dificolides en sy de-
mostracion, &' Lo obtenckin de b regla, que generimenie llegd a sar
acspind, 23 |2 quo apurece en [Bolza 1909, 551-553), Tonsidéres= el
mobdema de coremalizar L* fe.y.¥ 2.2' jde sujeta o la relacidn suxiliar
F (3,05 &¢ ) = - Muldpbiquess £ = {0 por 1o funcidn M) & ipdgrese
de g by (gmese la varincwn & ki acuscido reealanie, &L AFdr =1,
Simese a b LF fde = 0 para obterer & L AFdy = 0. A oavés de yuna inte-
ETacKhn per partes y suponiendo que no cambion Jus £xiremos del iner-
valo s Wega a 50 + AFiy dy + [f + AF[: Bekiz w 0, Sea hrxh oma
geluchin Ao ke ecuacion [+ LFL = 0. La scosvidn inlegrad precedents
2 convicne on [ ff + 3F), Sl = . Debido o que ka varkcidn by es
aitvilraria 5¢ puede shorn hacer usn del llamado *lerma furdamental del
chleuby de varmciones' ¥ cobchiir que [f+ AR}, o 0, obleniéndree asl-
las ecuariones varnaciondes [25).

Agnque las Kcnicas y coneepoianas del andlisg red wemplizarn la
ewmrencion algsbricd d¢ Lagrange det cileuls vidiacwnal, bos aukoes
enodemos contindan peonoiendo Lo intnicion wonc] evidents £no
mitoebn de boz muliiphcidores. hMayer | J8EG, 74| calillod M métndo co-
s 2l verdsders furdamends de Lo leoniy, v Fars [ 1962, 213), ouis -
chandcments, ha hicho incapid an su poder deductvo ¥ versatilidad, ™

Agrad ecmientt
[peg agradecer 3 Edward Badseay sue valiceos comemaning acemsa del
tema da bos mulliplicadones de 1 agrange.

MR

1. S¢ cilen rorultsdor eaprifions en Koeser [I9H] 5 Bole (190 1 unbajo sleclo e
descritr con sl #n Wondbonee | LEIOL Carmibbsery | 152, Geoldabime | 170] ¥
Fraser | 1955]. Lagraage §1H0] sigpee siendo ana by fissee pars s bolonis da b
aeuvis o 2l niphe XVID-

2. B ol viggho 3080 wf Lokt ™' protl e isoperimErce ™ fut o oo o o veoo pa-
T peiferime de o Simirn ponensd 8 ioda o gee posteriommen s ke Busors cfloda de
varscione, A, ol 1 cermpleis de [Eaber 1744 we: & Miadi pam desoubeir new
Cnrved goe coeselren Al peopieded de mirines o minan. o B aocdoods del probis-

r=———= SN =S ————— - e ]
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ina operimEl me lomedo en wa smtide mds amplao’ ', 1egrange | 1ROEL esonhe del
“Mannmu gueblemne ke ingapmning | Wgiade sn lefa s axlannds' ' pars redenne ol
cikwler dr vesiarimre En el presemie petudic el sémming wa s ser unilamds de sba ma-
nrry o= regringith parn relerire o profldemas vadacienadss an oy cuaks cokn pre-
lero ciule mmey guzilwees en fJomne de idegral que umsolucran linwies Eipea de
inlep rasidn
TEY sellied jwenr ™' imvpapemeiric’ ' inacidenbalowznie 32 dede 2 wn [Emmine gl mphis e me-
i, (et e ey ciemplia en [Chpeek 1R | x [Oolddline 1935). " lyopedmearical
et el e oo waslo por Woodbhoups | LAI0] y Paee [1HH62] 3 aparece o vwiod
el b= ueit en el Fafibyf Eaplick [y-dipnary, La =aniares uvericssa reflej pod-
blemense be indlusncis del slenidn “ ceyeslmes |

X, ['ll"l.lh-!ﬁ.hr}' 11953, l.l.'ull] Lraianlem eale rumHE S el sphalanckal dell ety
alid fa rr e et Fadbes | agran gm | 1R 933 | ooando eonvidern bn oaeanion m s kot
oo bendrico del chloali de vatiacwmes on lap Lapons preares poce e L goe
Euded. Ficnmle "'wiemine eells Sunlicn JF 4+ 00 + &% = D en sy reouecodal coolien
deux cianituied arhilmirez o oL B il e'snoail quelle e mécerinimemen Linlégrale
compiioe de I'dquu i du seoraul andine dad F 4 agil

4. La iseagiucetut B {17} jiede hweree cimpa sigea, La prseba fue dessoollade per =1
o). Se meaonbe [171en La fotiee

ety — el o el P+ L Pl — ) =,
Bl i plikcmn e P A2 = CLR il PO o F DO Qu
Rl — e = i - getn] o« il - P
e ol v

PeleFidE - Tk + P Ml — X 4
1 FaappedP - Pap) 4 patiber P — PR =

Ealls prmuricn puede ser reracrian coma

poilP . Pddp _ poldn - middn
piF —Fdp " pam-p

A [pat¥ — Felp) e - M}
P —Pdy | pde- R

D L incegracuin ic dWecne |3 mrlsedn P — Pdda = niod'l - Rdn). dond= 5 21 ona
roncreeie. Eom releetin puede der e1cnio g e P

TP w .
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Inlegrandk: = Evyacin e cldiene
Flp =0 lia + m,

deanle m e wna ogueeds cmpianie. 1 inlegrd &= AT e pir ko bans P = e me
donde sy oy pos donolasees. s s,

¥ Buoker [IT3E. 1741 hace ws srable auiudio de b fiemackn e unm eanis meteradies,
Guliatinn § 14980, 68 ] hace wh DOt F Pelwiet noleeps 2t Heehndlur Lawe migmdl gac
PR b gualnienty mplucadie 5 e I=mETes Ebcpn: 'L [ Enker) punbag L din-
AU 44 ECEN L e Dibek papeciakd a e dabcamitn de Chrsn By pirmrales e
prodlemes Lot Joa misiadon wn e eepecicks de Fuwss ¥ John Bemumlbi y bm
Iranchodiieh rm ot ke ranes camplen e b msemizic . U e b de egnes
RFCMld i presenct én Wosdbimee |FEID, Capr, 3y 4.

& Coma aonplemenus g |Buder 1Téfy 179580] (disciuidos PRt nes | régee [Bordy
1m.

7. Em 10 twiiipeejo hatifirice del e cubo g ariwioss wn lmn Ly, Lagranpe | L350,
AETT i wu ebogm del Merhndrr Favernimosds de Fuler con b chrerrsoitm; = Mus ln
"Mrcanpontion que Tabewr y fi des deffidrmnBelles o1 dec infgrmbes duns |mory Ele-
MEMY paltrmililly 810 Jp. et et o e de o= abul, el b pAemdng 4 ron Upyrthmea.™

E. Wésre por cemplo Cad 899, | 1415,

& Un srpeinesn simibr v aplite cusnda ez ona punuly rondicfn smrilar on fome
¢ integml, Epwman g L fomas [* Ry ks = consmale, Un miasidn e ipa 1]
= RS + WY & uomsivtme. o Las sogeianed [° 08 =i L pp e = 0 p L
=y wela relicifn va 4 scr ablenids tm vt procdemes varisiional de exieemabizar [} .
by — phhir sin cendicianed.

1 L isemarrias 24 413 muchrun It o e pamg e i e § ens lipw de profdama
Em lnt spcriones jnicialen Buler falls 3] tarse cuenig que cuiridkn H itsgrands de [ in-
gl wamacinnnl romuEne Smninc de b Fonars £ = b Aoy b Enlomecen a1 eI
rio lomar oo cucels L viriscdn & (odos b valor e xoque camden o vabor
corvetpnndiesie de b ordenedy, whierady, Al 1[4 B Lkt e 52 Bicme ab fwaafl de |5
AN EMERLALE Un Dmia adicicna do In Fare - [ i bda A elelr Vel E] prily.
IH ffnlarior o movemicAin e un medd meduliva an A06-1E an eprtnes en comme
raencin. Dificalusdes smolMers noamren an 82, 75,25 ¥ 27, Finsdrieche, hacia o Finad
dz s memoris, Feber mgrecs o Len de Hi ¥ di yn andlicin comeai, inchmeeridn gna
serivackim de I iotma ooamecie de s s da e hable sgmrrcido POy, Lan
sncciones finabes e W menurin Be Lol e el parice e pamide de B inv-
Faicney preseniulns em o Capitube Tees ged M taadus fitdoigmal),

I Fraser | LFEF, 158-160| presems o relag de Bodliris ooipgmal de Euler

13 B desmmabh uniginad dx Lagrange dul algrmitmn 5 &5 descrita en Crnddney | BN
11250y Franer | R &0 11z}

12 Bn b propoaiiidn v el Caphiula V el Metadun e e, Exlcr | k774, AH-HS|
comsidara Lu intepl varincionsd L' £ 2l rom £ 2 ¥ e i diedy -
Pt TETIES S oo U cieipls b candiv i Lo somdtnica [° F AT ¢ E T
waner, Sin erdburgo, aniplemence mome L s "mals dr Eober” y dedoce pomo wn
reelinda Lo couacitin cheenids e 8 ) ul merapleo |, 30k por [* (3 dr + .
ALryp O Wl o pbanbe,

%
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14, Sobre 1o basy Ja b cbeercicn hecha por Fader de (3, Xneger [1400, %Ed), Bolra
[19_ Saxa] v Cicddure [17B0, T4 pinlmypoh & Eulizr wn oo ezl g2 In regle del
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